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Prefacio
a la edicion
espanola

En la bibliografia cientifica de las iltimas décadas destaca la presencia de textos de
introduccién concebidos por distinguidos especialistas: investigadores de primera fila que
han dedicado parte de su esfuerzo y de su talento a especificar, de forma elemental pero
exacta, los conceptos bdsicos contenidos en las teorias de su especialidad. No parece
necesario argumentar que quien mejor puede describir una teoria cientifica es uno de sus
creadores.

El libro que el lector tiene en las manos es un nuevo ejemplo de esta tendencia.
El profesor Morris DeGroot, catedriatico de Estadistica en la prestigiosa Universidad
Carnegie-Mellon, es una autoridad mundial en estadistica matemdtica, con importantes
contribuciones originales a la teoria de 1a decisién y a los métodos estadisticos bayesianos;
uno de sus libros anteriores, Optimal Statistical Decisions, publicado en 1970 y orien-
tado a alumnos postgraduados, se ha convertido en un cliasico de estudio obligado para
cualquier profesional interesado en la teoria de la decisién.

Durante muchos afios, los libros elementales de estadistica matematica se han limi-
tado a exponer los conceptos basicos de inferencia cldsica.. S6lo recientemente hemos
asistido a una progresiva incorporacién de los métodos bayesianos a los libros de texto;
sin embargo, esta incorporacién, muchas veces reducida-a un capitulo simbélico, resulta
frecuentemente forzada. En el nuevo libro del profesor DeGroot pueden encontrarse tanto
los conceptos basicos de inferencia clisica como los de inferencia bayesiana, presentados
de forma integrada, y provistos de un licido anilisis critico, sobre su alcance y sobre
sus limitaciones, que constituye una refrescante novedad con relacién a la postura, fre-
cuentemente dogmética y casi siempre acritica, adoptada por numerosos libros de texto
de estadistica.



iv. Prefacio a la edicién espafiola

Sobre el contenido y alcance del libro no parece procedente extenderse aqui puesto
que el propio autor lo hace en su Prefacio. No obstante, con referencia al sistema edu-
cativo vigente en las universidades espafiolas, qulero subrayar su notable. adecuaci6n
a los programas de Cdlculo de Probabilidades y Estadistica que, con ésta o parecida
denominaci6n, constituyen la introduccién a la teorfa de la probabilidad y a la inferencia
estadistica para los alumnos de primer ciclo de las distintas carreras universitarias. Quiero
asimismo subrayar su relevancia como libro de consulta para cualquier profesional seria-
mente interesado en un andlisis riguroso de la informacién cuantitativa de que disponga.

Es para mi un honor, y un placer, presentar esta gran obra a los hombres y mujeres
de habla castellana.

Valencia, Marzo de 1988 JOSE-MIGUEL BERNARDO



Prefacio

Este libro contiene material suficiente para un curso de célculo de probabilidades y es-
tadistica de un afio de duracién. Para poder seguir este curso es necesario contar con unas
nociones basicas de célculo y estar familiarizado con los conceptos y propiedades elemen-
tales de la teoria de vectores y matrices. Sin embargo, no son necesarios conocimientos
previos sobre probabilidad o estadistica.

El libro ha sido escrito teniendo en mente tanto al estudiante como al profesor. Se
ha tenido especial cuidado en asegurarse de que el texto pueda ser leido y entendido sin
tropiezos y sin dejar pasajes oscuros. Teoremas y demostraciones se presentan cuando es
apropiado, y practicamente a cada paso, se ofrecen ejemplos ilustrativos. El libro incluye
més de 1100 ejercicios, algunos de los cuales proporcionan aplicaciones numéricas de
los resultados presentados en el texto, y otros estin dedicados a estimular la reflexién
sobre estos resultados. Una caracteristica nueva de esta segunda edicién es la inclusién
de aproximadamente 20 6 25 ejercicios al final de cada capitulo que complementan los
ejercicios propuestos al final de la mayoria de las secciones del libro.

Los cinco primeros capitulos estan dedicados a la probabilidad y pueden servir como
texto para-un curso de un semestre sobre este tema. Los conceptos elementales de probabi-
lidad se ilustran por medio de ejemplos famosos como el problema del cumpleafios, el pro-
blema del torneo de tenis, el problema de las coincidencias, el problema del coleccionista
y el del juego de dados. El material estindar sobre variables aleatorias y distribuciones de
probabilidad se complementa con discusiones acerca de trampas estadisticas, uso de una
tabla de digitos aleatorios, nociones elementales de control de calidad, comparacién de las
ventajas relativas de la media y de la mediana como predictores, importancia del teorema
central del limite y correccién por continuidad. Se incluyen asimismo, como caracteris-
ticas especiales de estos capitulos, secciones sobre cadenas de Markov, el problema de
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la ruina del jugador, eleccién del mejor elemento, utilidad y preferencias entre apuestas
y la paradoja de Borel-Kolmogorov. Estos temas se tratan de un modo completamente
elemental, pero pueden omitirse sin que el conjunto pierda continuidad, si existen limita-
ciones de tiempo. Como es tradicional, las secciones del libro que se pueden omitir se
indican mediante asteriscos tanto en el indice general como en el texto.

Los cinco udltimos capitulos del libro estdn dedicados a la inferencia estadistica,
tratada desde una perspectiva moderna. Tanto los métodos estadisticos cldsicos como los
bayesianos se desarrollan y presentan conjuntamente; ninguna escuela de pensamiento se
trata de forma dogmadtica. Mi propdsito es equipar al estudiante con la teoria y metodologia
que han demostrado ser utiles en el pasado y prometen ser itiles en el futuro.

Estos capitulos contienen un estudio completo pero elemental de estimacién, con-
traste de hipdtesis, métodos no paramétricos, regresiéon miltiple y anilisis de la varianza.
Las ventajas y los inconvenientes de conceptos bésicos tales como estimacién méiximo
verosimil, procedimientos de decisién bayesianos, estimacién insesgada, intervalos de con-
fianza y niveles de significacién se tratan desde un punto de vista contempordneo. Como
parte especial de estos capitulos se incluyen exposiciones acerca de las distribuciones a
priori y a posteriori, estadisticos suficientes, informacién de Fisher, método delta, analisis
bayesiano de muestras de una distribucién normal, contrastes insesgados, problemas de
decisién miltiple, contrastes de la bondad del ajuste, tablas de contingencia, paradoja
de Simpson, inferencia sobre la mediana y otros cuantiles, estimacién robusta y medias
ajustadas, bandas de confianza para una recta de regresién y la falacia de la regresién.
Si el tiempo no permite cubrir totalmente el contenido de estos capitulos, cualquiera de
las secciones 7.6, 7.8, 8.3, 9.6, 9.7, 9.8, 9.9 y 9.10 pueden ser omitidas sin pérdida de
continuidad.

En resumen, los principales cambios en esta segunda edicién son nuevas secciones o
subsecciones sobre trampas estadisticas, eleccién del mejor elemento, paradoja de Borel-
Kolmogorov, correccion por continuidad, método delta, contrastes insesgados, paradoja
de Simpson, bandas de confianza para una recta de regresién y falacia de la regresion,
asi como una nueva seccién de ejercicios complementarios al final de cada capitulo. El
material relativo a variables aleatorias y sus distribuciones ha sido revisado completamente,
y-a lo largo del texto se han efectuado cambios menores, ampliaciones y supresiones.

- Aunque un computador! puede ser una ayuda valiosa en un curso de probabilidad
y estadistica como éste, ninguno de los ejercicios de este libro requiere tener acceso a
un computador o conocimientos de programacién. Por esta razén, el uso de este libro
no estd ligado en absoluto al uso de un computador. Seria recomendable, sin embargo,
que, en la medida de lo posible, los profesores empleasen computadores en el curso. Una
calculadora de bolsillo es una herramienta til para resolver algunos de los ejercicios
numéricos de la segunda mitad del libro.

Cabria destacar un aspecto adicional acerca del estilo en el que est4 escrito el libro. El
pronombre “é1” se utiliza sistemiticamente como referencia a la persona que se enfrenta

1 Utilizaremos sistemdticamente la expresién “computador” como traduccién del inglés “com-
puter” en reconocimiento a su divulgacién en Latinoamérica, con preferencia a la expresién “orde-
nador”, mais frecuente en Espana. (N. del T.).
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a un problema estadistico. Este uso, ciertamente, no significa que sé6lo los hombres
calculen probabilidades y tomen decisiones, 0 que solamente los hombres puedan ser
estadisticos. El pronombre “él” se utiliza litéralmente en su acepcién de “aquel cuyo sexo
es desconocido o indiferente” que se incluye en el Tercer Nuevo Diccionario Internacional
Webster. Ciertamente, el campo de la estadistica deberia ser tan accesible a mujeres como
a hombres y tanto a miembros de grupos minoritarios como a las mayorias. Es mi sincera
esperanza que este libro ayude a crear entre todos los grupos la conciencia de que la
probabilidad y la estadistica constituyen una rama de la ciencia interesante, animada e
importante. : -

Estoy en deuda con los lectores, instructores y colegas cuyos comentarios han re-
forzado esta edici6én. Marion Reynolds, Jr., del Instituto Politécnico de Virginia, y James
Stapleton, de la Universidad Estatal de Michigan, revisaron el manuscrito para el editor e
hicieron muchas sugerencias valiosas. Estoy agradecido al albacea literario de sir Ronald
A. Fisher, F. R. S,, al doctor Frank Yates, F. R. S., y al Grupo Longman Ltd., Londres, por
permitirme adaptar la tabla III de su libro Statistical Tables for Biological, Agricultural
and Medical Research (6° ed., 1974).

El campo de la estadistica ha evolucionado desde que escribi un prefacio para la
primera edicién de este libro en noviembre de 1974, y yo también. La influencia en mi
vida y en mi trabajo de aquellos que hicieron posible esa primera edici6én permanece viva
y sin menoscabo; pero con la evolucién también han llegado nuevas influencias, tanto
personales como profesionales. El amor, calor y apoyo de mi familia y amigos, viejos
y nuevos, me han sostenido y estimulado y me han permitido escribir un libro que creo
refleja 1a probabilidad y la estadistica contemporéneas.

Pittsburgh, Pennsylvania U.S.A. ' M.H.D.
Octubre de 1985

Addendum a la edicién espariola

La aparicién de la edicién en castellano de mi libro me llena de orgullo y de satisfaccién.
Estoy en deuda, y muy agradecido, al profesor José Miguel Bernardo y a Lelia Mendoza
por sus esfuerzos en alumbrar esta traduccién. La importancia de los métodos estadisticos
en la comprensién y solucién de los problemas de la sociedad contemporinea es hoy
ampliamente reconocida. Si este libro hace llegar a los lectores de habla castellana una
parte del entusiasmo y de la utilidad presentes en el campo, rapidamente creciente, de
la estadistica, entonces habrd cumplido su propésito. Espero sinceramente, y esto es lo
mds importante, que en su modesta medida este libro contribuya a ampliar los contactos

y mejorar la comprensién mutua entre las distintas naciones y las distintas culturas de
nuestro fragil mundo.

Pittsburgh, Pennsylvania U.S.A. M.H.D.
Marzo de 1988
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Introduccion a la
probabilidad

1.1 HISTORIA DE LA PROBABILIDAD

Los conceptos de azar e incertidumbre son tan viejos como la civilizacién misma. La
humanidad siempre ha debido soportar 1a incertidumbre acerca del clima, de su abasteci-
miento de alimentos y de otros aspectos de su medio ambiente, y ha tenido que esforzarse
por reducir esta incertidumbre y sus efectos. Incluso la idea de juego de azar tiene
una larga historia. Aproximadamente por el afio 3500 antes de J. C., juegos de azar
practicados con objetos de hueso, que podrian ser considerados como los precursores de
los dados, fueron ampliamente desarrollados en Egipto y otros lugares. Dados ciibicos
con marcas virtualmente idénticas a las de los dados modemos han sido encontrados en
tumbas egipcias que datan del afio 2000 antes de J. C. Sabemos que el juego con dados
ha sido popular desde esa época y que fue parte importante en el primer desarrollo de la
teoria de la probabilidad.

Se acepta generalmente que la teoria matemética de la probabilidad fue iniciada
por los matemaiticos franceses Blaise Pascal (1623-1662) y Pierre Fermat (1601-1665)
cuando lograron obtener probabilidades exactas para ciertos problemas relacionados con
los juegos de dados. Algunos de los problemas que resolvieron habian permanecido sin -
solucién durante unos 300 afios. Sin embargo, probabilidades numéricas para ciertas
combinaciones de dados ya habian sido calculadas por Girolamo Cardano (1501-1576) y
por Galileo Galilei (1564-1642).

La teoria de la probabilidad ha sido constantemente desarrollada desde el siglo XVII
y ampliamente aplicada en diversos campos de estudio. Hoy, la teoria de la probabili-
dad es una herramienta importante en la mayoria de las dreas de ingenieria, ciencias y
administracién. Muchos investigadores se dedican activamente al descubrimiento y puesta
en practica de nuevas aplicaciones de la probabilidad en campos como medicina, me-
teorologia, fotografia desde naves espaciales, mercadotecnia, predicciones de terremotos,
comportamiento humano, disefio de sistemas de computadores y derecho. En la mayoria de

1
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los procedimientos legales relacionados con pricticas monopolisticas o con discriminacién
laboral, ambas partes presentan célculos probabilisticos y estadisticos para apoyar sus
pretensiones.

Referencias

La historia antigua de los juegos de azar y los origenes de la teoria matematica de la
probabilidad son tratadas por David (1962), Ore (1960) y Todhunter (1865)..

Algunos libros de introduccién a la teoria de la probabilidad, que analizan muchos
de los temas que seridn estudiados en este libro son Feller (1968); Hoel, Port y Stone
(1971); Meyer (1970), y Olkin, Gleser y Derman (1980). Otros libros de introduccion,
que incluyen tanto teoria de la probabilidad como estadistica, aproximadamente al mismo
nivel que este libro son Brunk (1975); Devore (1982); Fraser (1976); Freund y Walpole
(1980); Hogg y Craig (1978); Kempthorne y Folks (1971); Larson (1974); Lindgren
(1976); Mendenhall, Scheaffer y Wackerly (1981), y Mood, Graybill y Boes (1974).

1.2 INTERPRETACIONES DE LA PROBABILIDAD

Ademais de las muchas aplicaciones formales de la teoria de la probabilidad, el concepto de
probabilidad aparece en nuestra vida y en nuestras conversaciones cotidianas. A menudo
oimos y usamos expresiones tales como: ‘“Probablemente lloverd mafiana por la tarde”,
“es muy probable que el avi6n llegue tarde”, o “hay muchas posibilidades de que pueda
reunirse con nosotros para cenar esta noche”. Cada una de estas expresiones estd basada
en el concepto de la probabilidad, o la verosimilitud, de la ocurrencia de algin suceso
especilico.

A pesar de que el concepto de probablhdad es una parte tan comun y natural de
nuestra experiencia, no existe una tnica interpretacién cientifica del término probabilidad
aceptada por todos los estadisticos, fil6sofos y demds autoridades cientificas. A través
de los afios, cada interpretacién de la probabilidad propuesta por unos expertos ha sido
criticada por otros. De hecho, el verdadero significado de la probabilidad es todavia
un tema muy conflictivo y surge en muchas discusiones filos6ficas actuales sobre los
fundamentos de la estadistica. Describiremos aqui tres interpretaciones diferentes de la
probabilidad. Cada una de estas interpretaciones puede ser util en la aplicacién de la
teoria de la probabilidad a problémas practicos.

La interpretacion frecuencialista de la probabilidad

En muchos problemas, la probabilidad de obtener algiin resultado especifico de un proceso
puede ser interpretada en el sentido de la frecuencia relativa con 1a que se obtendria ese
resultado si el proceso se repitiera un nimero grande de veces en condiciones similares.
Por ejemplo la probabilidad de obtener una cara cuando se lanza una moneda es con-
siderada 1 debido a que la frecuencia relativa de caras deberia ser aproxunadamente =
cuando la moneda es lanzada un nimero grande de veces en condiciones similares. En
otras palabras, se supone que la proporcién de lanzamientos en los que se obtiene una
cara serfa aproximadamente
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Esta claro que las condiciones mencionadas en este ejemplo son muy vagas para servir
como base de una definicién cientifica de probabilidad. En primer lugar, se menciona un
“nimero grande” de lanzamientos de la moneda, pero no hay una indicacién clara del
nimero especifico que podria considerarse suficientemente grande. En segundo lugar, se
afirma que la moneda deberia ser lanzada cada vez *“‘en condiciones similares”, pero estas
condiciones no se describen con precision. Las condiciones en las cuales se lanza la
moneda no pueden ser completamente idénticas para cada lanzamiento porque entonces
los resultados serian todos iguales y se obtendrian s6lo caras o s6lo cruces. De hecho, una
persona experimentada puede lanzar una moneda repetidamente y cogerla de tal manera
que obtenga una cara en casi todos los lanzamientos. Consecuentemente, los lanzamientos
no deben ser completamente controlados sino que deben tener algunas caracteristicas
“aleatorias”.

Se afirma, ademds, que la frecuencia relativa de caras serfa “aproximadamente %7,
pero no se especifica un limite para la variacién posible respecto al valor -% Si una
moneda fuera lanzada 1000000 de veces, no esperariamos obtener exactamente 500 000
caras. En realidad, nos sorprenderia mucho si obtuviéramos exactamente 500 000 caras.
Por otro lado, tampoco esperariamos que el nimero de caras distara mucho de 500000.
Seria deseable poder hacer una afirmacion precisa de las verosimilitudes de los diferentes
nimeros posibles de caras, pero estas verosimilitudes dependerian necesariamente del
mismo concepto de probabilidad que estamos tratando de definir.

Otro inconveniente de la interpretacién frecuencialista de la probabilidad es que
s6lo puede utilizarse para un problema en el que pueda haber,- al menos en principio, un
numero grande de repeticiones similares de cierto proceso. Muchos problemas importantes
no son de este tipo. Por ejemplo, la interpretacién frecuencialista de la probabilidad
no puede ser aplicada directamente a la probabilidad de que un determinado conocido
contraiga matrimonio en los préximos dos afios o a la probabilidad de que un proyecto
concreto de investigacién médica conduzca al desarrollo de un nuevo tratamiento para
cierta enfermedad dentro de un periodo de tiempo determinado.

La interpretacion clasica de la probabilidad

La interpretacién cldsica de la probabilidad estd basada en el concepto de resultados
igualmente verosimiles. Por ejemplo, cuando se lanza una moneda existen dos resultados
posibles: cara o cruz. Si se puede suponer que la ocurrencia de estos resultados es
igualmente verosimil, entonces deben tener la misma probabilidad. Puesto que la suma
de las probabilidades debe ser 1, tanto la probabilidad de una cara como la probabilidad
de una cruz debe ser % Generalizando, si el resultado de algin proceso debe ser uno de
n resultados diferentes, y si estos n resultados son igualmente verosimiles, entonces la
probabilidad de cada resultado es +.

Dos dificultades bdsicas aparecen cuando se intenta desarrollar una definicién formal
de probabilidad desde la interpretacion cldsica. En primer lugar, el concepto de resultados
igualmente verosimiles se basa en esencia en el concepto de probabilidad que estamos
tratando de definir. Afirmar que dos resultados posibles son igualmente verosimiles es
lo mismo que afirmar que los resultados tienen la misma probabilidad. En segundo
lugar, no se proporciona un método sistemitico para asignar probabilidades a resultados
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que no sean igualmente verosimiles. Cuando se lanza una moneda o'sé arroja un dado
equilibrado o se escoge una carta de una baraja bien mezclada, los diferentes resultados
posibles pueden en general ser considerados igualmente verosimiles debido a la naturaleza
del proceso. Sin embargo, cuando el problema es predecir si una persona se casard o si
un proyecto de investigacién tendré éxito, los resultados posibles no suelen considerarse
igualmente verosimiles, y es necesario un método diferente para asignar probabilidades a
estos resultados.

La interpretacion subjetiva de la probabilidad

De acuerdo con la interpretacién subjetiva, o personal, de la probabilidad, la probabili-
dad que una persona asigna a uno de los posibles resultados de un proceso representa
su propio juicio sobre la verosimilitud de que se obtenga el resultado. Este juicio estard
basado en las opiniones e informacién de 1a persona acerca del proceso. Otra persona, que
puede tener diferentes opiniones o informacién distinta, puede asignar una probabilidad
diferente al mismo resultado. Por esta razén, resulta mis apropiado hablar de la probabi-
lidad subjetiva que asigna cierta persona a un resultado, que de la verdadera probabilidad
de ese resultado.

Como ilustracién de esta interpretacién, supongamos que una moneda ha de ser
lanzada una vez. Una persona sin informacién especial acerca de l1a moneda o de la manera
en que se lanza podria considerar cara y cruz como resultados igualmente verosimiles.
Esa persona asignaria entonces una probabilidad subjetiva de —;— a la posibilidad de obtener
una cara. La persona que realmente lanza la moneda, sin embargo, podria pensar que una
cara es mucho més verosimil que una cruz. Con objeto de que esta persona sea capaz
de asignar probabilidades subjetivas a los resultados, debe expresar su grado de creencia
en términos numéricos. Supongamos, por ejemplo, que considera que la verosimilitud de
obtener una cara es la misma que la de obtener una carta roja cuando se escoge una carta
de una baraja bien mezclada que contiene cuatro cartas rojas y una negra. Puesto que la
persona asignaria una probabilidad de  a la posibilidad de obtener una carta roja, deberia
asignar esa misma probabilidad a la posibilidad de obtener una cara cuando se lanza la
moneda.

Esta interpretacion subjetiva de la probabilidad puede ser formalizada. En general, si
los juicios de una persona acerca de las verosimilitudes relativas a diversas combinaciones
de resultados satisfacen ciertas condiciones de consistencia, entonces puede demostrarse
que sus probabilidades subjetivas para los diferentes sucesos posibles pueden ser deter-
minadas en forma tnica. La interpretacién subjetiva tiene, sin embargo, dos dificultades.
En primer lugar, el requisito de que los juicios de una persona sobre las verosimilitudes
relativas a un nimero infinito de sucesos sean completamente consistentes y libres de
contradicciones no parece humanamente posible. En segundo lugar, la interpretacién sub-
jetiva no proporciona bases ‘“‘objetivas” para que dos 0 més cientificos que trabajan juntos
obtengan una evaluacién conjunta de su estado de conocimientos en un area cientifica de
interés comuin.

Por otro lado, aceptar la interpretacién subjetiva de la probabilidad tiene el efecto
positivo de subrayar algunos de los aspectos subjetivos de la ciencia. La evaluacién
por un determinado cientifico de la probabilidad de algin resultado incierto debe ser, en
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dltima instancia, su propia evaluacién, basada en todas las evidencias de que dispone.
Esta evaluacién puede estar parcialmente basada en la interpretacién frecuencialista de 1a
probabilidad, ya que el cientifico puede tener en cuenta la frecuencia relativa de la ocu-
rrencia de este resultado o de resultados similares en el pasado. También puede basarse en
parte en la interpretacién clisica de probabilidad, puesto que el cientifico puede tener en
cuenta el nimero total de resultados posibles que considera igualmente verosimiles. Sin
embargo, la asignacién final de probabilidades numéricas es responsabilidad del propio
cientifico. La naturaleza subjetiva de la ciencia se manifiesta también en el problema
especifico que un cientifico particular elige como objeto de estudio de entre la clase de
problemas que podria haber elegido en el experimento que decide desarrollar al llevar a
cabo ese estudio y en las conclusiones que deduce de sus datos experimentales. La teoria
matemdtica de la probabilidad y la estadistica puede desempeiiar un papel importante
en estas elecciones, decisiones y conclusiones. Mads ain, esta teoria de la probabilidad
y la estadistica se puede desarrollar, y asi serd presentada en este libro, sin considerar
la controversia en torno a las diferentes interpretaciones del término probabilidad. Esta
teoria es correcta y puede ser aplicada ttilmente, con independencia de la interpretacién
de probabilidad que se utiliza en un problema particular. Las teorias y técnicas que serdn
presentadas en este libro han servido como herramientas y guias valiosas en todos los
aspectos del disefo y anéilisis de la experimentacién efectiva.

1.3 EXPERIMENTOS Y SUCESOS

Tipos de experimentos

La teoria de la probabilidad tiene que ver con los diversos resultados posibles que podrian
obtenerse y los posibles sucesos que podrian ocurrir cuando se realiza un experimento.
El término “experimento” se utiliza en la teoria de la probabilidad para describir virtual-
mente cualquier proceso cuyos resultados no se conocen de antemano con certeza. A
continuacién se presentan algunos ejemplos de experimentos:

1. En un experimento en el cual una moneda ha de ser lanzada 10 veces, el experi-
mentador podria estar interesado en determinar la probabilidad de obtener al menos
4 caras.

2. En un experimento en el cual va a seleccionarse una muestra de 1000 transistores
de un gran cargamento de articulos similares y en el que se va a inspeccionar cada
articulo seleccionado, una persona podria estar interesada en determinar la probabi-
lidad de que no mis de uno de los transistores seleccionados sea defectuoso.

3. En un experimento en el cual ha de observarse diariamente la temperatura del aire
de cierta localidad al mediodia durante 90 dias sucesivos, una persona podria estar
interesada en determinar la probabilidad de que la temperatura promedio durante este
periodo sea menor que algin valor especifico.

4. A partir de informacidn relacionada con la vida de Thomas Jefferson, alguien podria
desear establecer la probabilidad de que Jefferson naciera en el afno 1741.
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5. Al evaluar un proyecto de investigacién y desarrollo en un momento dado, una
persona podria estar interesada en determinar la probabilidad de que en un cierto
nimero de meses se desarrolle con éxito un nuevo producto.

Por estos ejemplos se puede observar que los resultados posibles de un experimento
pueden ser o no aleatorios, de acuerdo con el significado usual de estos términos. La
caracteristica interesante de un experimento estriba en que cada uno de sus posibles resul-
tados puede ser especificado antes de realizar el experimento y en que pueden asignarse
probabilidades a las diversas combinaciones interesantes de resultados. '

La teoria matematica de la probabilidad

Como se explicé en la seccion 1.2, existe controversia respecto al significado e inter-
pretacién apropiados de algunas de las probabilidades que se asignan a los resultados de
muchos experimentos. Sin embargo, una vez que han sido asignadas probabilidades a
algunos resultados simples de un experimento, todos los expertos estin completamente
de acuerdo en que la teoria matemdtica de la probabilidad proporciona la metodologia
apropiada para ampliar el estudio de estas probabilidades. Casi todo el trabajo en teoria
" matemdtica de la probabilidad, desde los libros de texto m4s elementales hasta las inves-
tigaciones mds avanzadas, ha estado relacionado con los dos problemas siguientes: (1)
métodos para determinar las probabilidades de ciertos sucesos a partir de las probabi-
lidades especificadas para cada uno de los posibles resultados de un experimento y (2)
métodos para revisar las probabilidades de los sucesos cuando se obtiene informacién
adicional relevante.
Estos métodos se basan en unas técnicas mateniaticas comunes. El propésito de los
cinco primeros capitulos de este libro es presentar estas técnicas que, en conjunto, forman
la teoria matematica de la probabilidad.

1.4 TEORIA DE CONJUNTOS

El espacio muestral

La coleccién de todos los posibles resultados de un experimento se llama espacio muestral
del experimento. En otras palabras, el espacio muestral de un experimento puede consi-
derarse como un conjunto o coleccién de diferentes resultados posibles, y cada resultado
puede ser considerado como un punto, o un elemento, del espacio muestral. Debido a
esta interpretacién, el lenguaje y los conceptos de la teoria de conjuntos proporcionan
un contexto natural para el desarrollo de la teoria de la probabilidad. A continuacién se
revisan las ideas bésicas y la notacién de la teoria de conjuntos.

Relaciones de Ia teoria de conjuntos

Sea S el espacio muestral de un experimento. Entonces se dice que cualquier resultado
posible s del experimento es un miembro del espacio S 0 que pertenece al espacio S. La
afirmacién de que s es un miembro de .S se denota simbdlicamente por la relacién s € S.

Cuando se ha realizado un experimento y se dice que ha ocurrido un suceso, significa
que el resultado del experimento satisfizo ciertas condiciones que especifican ese suceso.
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En otras palabras, algunos resultados del espacio S indican que el suceso ocurri6, y
los restantes resultados de S indican que el suceso no ocurri6. De acuerdo con esta
interpretacién, cualquier suceso puede ser considerado como un subconjunto de posibles
resultados del espacio S.

Por ejemplo, cuando se lanza un dado de seis caras puede considerarse que el espacio
muestral contiene los seis numeros 1, 2,3,4,5, 6. Simb6licamente, se escribe

S =1{1,2,3,4,5,6}.

El suceso A de obtener un nimero par estd definido por el subconjunto A = {2,4,6}.
El suceso B de obtener un nimero mayor que 2 esté definido por el subconjunto B =
= {3,4,5,6}.

Se dice que un suceso A estd contenido en otro suceso B si cada resultado que
pertenece al subconjunto que define el suceso A pertenece al subconjunto que define el
suceso B. Esta relacién entre dos sucesos se expresa simbdlicamente por la relacién
A C B. Larelaciéon A C B se expresa también diciendo que A es un subconjunto de B.
Equivalentemente, si A C B, puede decirse que B contiene a A y escribir B D A.

En el ejemplo del dado, supongamos que A es el suceso de obtener un nimero par
y C es el suceso de obtener un nimero mayor que 1. Puesto que A = {2,4,6} y C =
= {2,3,4,5,6}, resulta que A C C. Obsérvese que A C S para cualquier suceso A.

Si dos sucesos A y B son tales que A C By B C A, resulta que A y B deben
contener exactamente los mismos puntos. En otras palabras, A = B.

Si A, B y C son tres sucesos tales que A C B y B C C, entonces resulta que
A C C. La demostracion de este hecho se deja como ejercicio.

El conjunto vacio

Algunos sucesos son imposibles. Por ejemplo, cuando se lanza un dado, es imposible
obtener un nimero negativo. De ahi que el suceso de obtener un nimero négativo se
defina como el subconjunto de S que no contiene resultados. Este subconjunto de S se
llama conjunto vacio, y se denota por el simbolo 0.

Consideremos ahora cualquier suceso arbitrario A. Puesto que el conjunto @ no
contiene puntos, es légicamente correcto decir que cualquier punto que pertenece a
también pertenece a A, esto es, § C A. En otras palabras, para cualquier suceso A es
ciertoque P C A C S.

Operaciones de la teoria de conjuntos

Uniones. Si A 'y B son dos sucesos cualesquiera, la unién de A y B se define como el
suceso que contiene todos los resultados que pertenecen sélo a A, s6lo a B 0 a ambos,
A y B. La notacién para la unibn de A y B es AU B. El suceso AU B se 11ustra en la
figura 1.1. Un esquema de este tipo se llama diagrama de Venn.

Para cualesquiera sucesos A y B, la unién tiene las siguientes propiedades:

AUB=BUA, AUA=A, AUB=A, AUS=S.
Ademas, si A C B, entonces AUB = B.
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AN
S
Figura 1.1 El suceso AU B.
La unién de n sucesos A, ..., A, se define como el suceso que contiene todos los

resultados que pertenecen al menos a uno de estos n sucesos. L.a notacién para esta unién
es AiUALU---UA, oU!_, A;. Analogamente, la notacién para la unién de una sucesién
infinita de sucesos A;,A2,... es U{2, A;. La notacién para la unién de una coleccién
arbitraria de sucesos A;, donde los valores del subindice ¢ pertenecen a un conjunto de
indices I, es U;er A;. :

La unién de tres sucesos A, B y C puede ser calculada directamente de la definicién
de AU BUC o evaluando primero la unién de dos sucesos cualesquiera y luego formando
la unién de esta combinacidn con el tercer suceso. En otras palabras, se satisfacen las
siguientes relaciones asociativas:

AUBUC = (AUB)UC = AU(BUCQ).

Intersecciones. Si A y B son dos sucesos cualesquiera, la interseccion de A y B se
define como el suceso que contiene todos los resultados que pertenecen a ambos A 'y B.
La notacién para la interseccién de A y B es A N B. El suceso AN B se ilustra en el
diagrama de Venn de la figura 1.2. A menudo es conveniente denotar la interseccién de

Ay B por el simbolo AB en lugar de AN B, y usaremos indistintamente estos dos tipos
de notacién.

Figura 1.2 El suceso AN B.
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Para sucesos A y B cualesquiera, la interseccién tiene las siguientes propiedades:

ANB=BNA, ANA=A,
ANG =29, ANS=A.

Ademais, si A C B, entonces A N B = A.

La interseccién de n sucesos A;, ..., A, se define como el suceso que contiene los
resultados que son comunes a todos estos sucesos. La notacién para esta interseccién
esA1NA2N---NA, N A; 0 Aj A2 -+ A,. Se utilizan notaciones similares para la
interseccién de una sucesion infinita de sucesos o para la interseccién de una coleccién
arbitraria de sucesos.

Para tres sucesos cualesquiera A, B, y C, se satisfacen las siguientes relaciones
asociativas:

ANBNC=(ANB)NC=AN(BNC).

Complementarios. El suceso complementario de un suceso A se define como el suceso

que contiene todos los resultados del espacio muestral S que no pertenecen a A. La

notacién para el complementario de A es A°. El suceso A€ se ilustra en la figura 1.3.
Para cualquier suceso A, el complementario tiene las siguientes propiedades:

(A)° = A, 0° = S, 5S¢ =0,
AUA =S, ANA°=0.

Figura 1.3  El suceso A°.

Sucesos disjuntos. Se dice que dos sucesos A y B son disjuntos, 0 mutuamente ex-
cluyentes, si A y B no tienen resultados en comin. Entonces, A y B son disjuntos si, y
sélo si, AN B = B. Se dice que los sucesos en una coleccién arbitraria son disjuntos si
no hay dos sucesos de la coleccién que tengan resultados en comiin.

Como ilustracién de estos conceptos, en la figura 1.4 se presenta un diagrama de Venn
para tres sucesos A3, A2 y As. El diagrama indica que las diversas intersecciones de
Ay, Aa y Az y sus complementarios dividen el espacio muestral S en ocho subconjuntos
disjuntos.
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Figura 1.4 Particién de .S determinada por tres sucesos A;, A2 Y As.

Ejemplo 1: Lanzamiento de una moneda. Supongamos que se lanza una moneda tres
veces. Entonces, el espacio muestral S contiene los ocho resultados posibles siguientes

S$1,...,958.
sy : HHH,

so : THH,
s3 : HTH,
sS4 : HHT,
ss : HTT,
se : THT,
s7 : TTH,
sg: TTT.

En esta notacién, H indica una cara y T indica una cruz. El resultado sz, por ejemplo,
es el resultado en el cual se obtiene una cara en el primer lanzamiento, una cruz en el
segundo lanzamiento y una cara en el tercero.
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Para aplicar los conceptos introducidos en esta seccién, se definirdn cuatro sucesos
como sigue: Sea A el suceso de obtener al menos una cara en los tres lanzamientos; sea
B el suceso de obtener una cara en el segundo lanzamiento; sea C' el suceso de obtener
una cruz en el tercer lanzamiento y sea D el suceso de no obtener caras. Asi pues,

A = {s1, s2, 3, 54, S5, S¢, S7},

B = {sla $2, 84, 36}1
C = {s4, 55, 56, 58},
D = {Ss}.
Se pueden obtener varias relaciones entre estos sucesos. Algunas de éstas son B C A,

AC = D’ BD: 0’ 44-UC = S, BC = {34’36}’ (BUC')C — {33,37} y A(BUC) —
:{31’32:34;35;36}- q ,

EJERCICIOS

1. Sup6ngase que A C B. Demuéstrese que B® C A°.

2. Para tres sucesos cualesquiera A, B y C, demuéstrese que

"A(BUC) = (AB)U (AC).

3. Para dos sucesos cualesquiera A y B, demuéstrese que

(AUB) = A°NB° y (ANB) = A°U B°“.

4. Para cualquier conjunto de sucesos A; (¢ € I), demuéstrese que

(U A) = () 4s y (mA,-)c = A

i€l i€l i€l iel

5. Supédngase que se selecciona una carta de una baraja de veinte cartas que contiene
diez cartas rojas numeradas del 1 al 10 y diez cartas azules numeradas del 1 al 10.
Sea A el suceso de seleccionar una carta con-un nimero par, sea B el suceso de
seleccionar una carta azul y sea C' el suceso de seleccionar una carta con un nimero
menor que 5. Describanse el espacio muestral S y cada uno de los siguientes sucesos
en palabras y en subconjuntos de S:

(a) ABC, (b) BC®, (¢) AUBUC, (d) A(BUC), (e) A°B°C".
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6. Supbéngase que un nimero = se selecciona de la recta real S y sean A, By C
los sucesos representados por los siguientes subconjuntos de .S, donde la notaci6n
{z : — — —} expresa el conjunto que contiene todo punto z para el que se satisface’
la propiedad enunciada después de los dos puntos:

A={z:1<z<5}, B={z:3<z2z<T7}, C={z:z<0}

Describase cada uno de los siguientes sucesos como un conjunto de nimeros reales:

(a) A%, (b) AUB, (c) BC¢, (d) A°B°C®, (e) (AU B)C.

7. Sea S un espacio muestral dado y sea A;, A2, ... una sucesién infinita de sucesos.
Paran=1,2,...,sea B, = U2 A; yseaC, = N2, A;.

(a) Demuéstrese que B; D B, D ---yque C; C Ca2 C -

(b) Demuéstrese que un elemento de S pertenece al suceso NS>, By, si, y s6lo si,
pertenece a un nimero infinito de los sucesos A;, As,....

(c) Demuéstrese que un elemento de S pertenece al suceso U C,, si, y sélo si,
pertenece a todos los sucesos A;, A, ... excepto, quizds, un nimero finito de
estos sucesos. :

1.5 DEFINICION DE PROBABILIDAD

Axiomas y teoremas basicos

En esta seccién se presenta la definicién matemadtica o axiomadtica de la probabilidad. En
un experimento dado es necesario asignar a cada suceso A del espacio muestral S un
‘nimero Pr(A) que indique la probabilidad de que A ocurra. Con objeto de satisfacer la
definicién matemaética de probabilidad, el nimero Pr(A) asignado debe cumplir tres axio-
mas especificos. Estos axiomas aseguran que el nimero Pr(A) tendra las propiedades que
intuitivamente esperamos que tenga una probabilidad con cualquiera de las interpretaciones
descritas en la secci6n 1.2.

El primer axioma afirma que la probabilidad de todo suceso debe ser no negativa.

Axioma 1. Para cualquier suceso A, Pr(A) > 0.

El segundo axioma afirma que si un suceso ocurre con certeza, entonces la probabi-
lidad de ese suceso es 1.
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Axioma 2. Pr(S) = 1.

Antes de formular el axioma 3, se tratardn las probabilidades de sucesos disjuntos.
Si dos sucesos son disjuntos, es natural suponer que la probabilidad de que uno u otro
ocurran es la suma de sus probabilidades individuales. De hecho, se supondri que esta
propiedad aditiva de la probabilidad es cierta también para cualquier nimero finito de
sucesos disjuntos y aun para cualquier sucesion infinita de sucesos disjuntos. Si suponemos
que esta propiedad aditiva es cierta s6lo para un nimero finito de sucesos disjuntos, no
podemos entonces estar seguros de que la propiedad sea cierta también para una sucesién
infinita de sucesos disjuntos. Sin embargo, si suponemos que la propiedad aditiva es cierta
para cualquier sucesién infinita de sucesos disjuntos, entonces (como demostraremos) la
propiedad siempre deberd ser cierta para cualquier nimero finito de sucesos disjuntos.
Estas consideraciones conducen al tercer axioma.

Axioma 3. Para cualquier sucesion infinita de sucesos disjuntos A,, As, ...,

Pr (Q A,-) = 2 Pr(4;).

La definicién matemdtica de la probabilidad se puede enunciar ahora como sigue:
Una distribucién de probabilidad o, simplemente, una probabilidad, sobre un espacio
muestral S es una especificacién de nimeros Pr(A) que satisfacen los axiomas 1, 2 y 3.

Se presentardn ahora dos consecuencias importantes del axioma 3. Primero, se de-
mostrard que si un suceso es imposible su probabilidad debe ser cero.

Teorema 1. Pr(0) = 0.

Demostracién. Considérese la sucesi6n infinita de sucesos A, A, ..., tales que A; = 0
parai = 1,2,..., de forma que cada uno de los sucesos es exactamente igual al conjunto
vacio. Se trata de una sucesi6én de sucesos disjuntos, puesto que 0 N @ = @. Ademds,
U2, A; = 0. Por tanto, del axioma 3 resulta que

Pr(0) = Pr (Q A,-) = iPr(A,-) - gPr(ﬂ).

Esta ecuaci6n afirma que cuando el nimero Pr(f) se suma repetidamente en una serie
infinita, la suma de esa serie es simplemente el nimero Pr(@). El tinico nimero real con
esta propiedad es Pr(0) = 0. «

Se puede demostrar ahora que la propiedad aditiva enunciada en el axioma 3 para
una sucesién infinita de sucesos disjuntos es siempre cierta para cualquier nimero finito
de sucesos disjuntos.
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Teorema 2. Para cualquier sucesion finita de n sucesos disjuntos Ay, ..., Ay,

pe((J4) = S0

Demostracién. Considérese 1a sucesion infinita de sucesos A;, As,...,enlacual A,,...,
A, son los n sucesos disjuntos dados y A; = ) para ¢ > n. Entonces los sucesos en esta
sucesién mﬁmta son disjuntos y U2 A; = UL A;. Por tanto, por el axioma 3,

() =7 () = 2

i=1

=> Pr(A:)+ ) Pr(4s)
i=1 t=n+41

= Zn: PI‘(A,?) -+ 0
i=1

= zn: Pr(4;). <«
i=1

Propiedades adicionales de la probabilidad

De los axiomas y teoremas previos, se obtendran ahora otras cuatro propiedades generales
de las distribuciones de probabilidad. Debido a la naturaleza fundamental de estas cuatro
propiedades, serdn presentadas como cuatro teoremas, todos ellos de facil demostracién.

Teorema 3. Para cualquier suceso A, Pr(A°) =1— Pr(A).

Demeostracién. Puesto que A y A€ son sucesos disjuntos y AU A°¢ = S, se deduce del
teorema 2 que Pr(S) = Pr(A)+Pr(A°). Puesto que Pr(S) = 1 por el axioma 2, entonces
Pr(A¢)=1-Pr(4). «

Teorema 4. Para cualquier suceso A, 0 < Pr(A)<1..

Demostracion. Se sabe por el axioma 1 que Pr(A) > 0. Si Pr(A4) > 1, entonces por
el teorema 3 resulta que Pr(.4°) < 0. Puesto que este resultado contradice el axioma 1,
que afirma que la probabilidad de todo suceso debe ser no negativa, debe ser cierto que
Pr(A) <1. «
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Teorema S. Si A C B, entonces Pr(A) < Pr(B).

Demostracién. Como se ilustra en la figura 1.5, el suceso B puede ser tratado como la
unién de los dos sucesos disjuntos A y BA®. Por tanto, Pr(B) = Pr(A) + Pr(BA®).
Puesto que Pr(BA°) > 0, entonces Pr(B) > Pr(A4). «

Teorema 6. Para dos sucesos cualesquiera A y B,

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AB).
Demostracién. Como se ilustra en la figura 1.6,

AUB = (AB°)U(AB)U (A°B).

Pﬁé_Sto que los tres sucesos de la parte derecha de esta ecuaci6n son disjuntos, se deduce
del teorema 2 que

Pr(AU B) = Pr(AB°) 4+ Pr(AB) + Pr(A°B).
Ademds, en la figura 1.6 se ve que
Pr(A) = Pr(AB°)+ Pr(AB) y Pr(B)="Pr(A°B)+ Pr(AB).

El teorema es consecuencia de estas relaciones. <«

A

Figura 15 B = AU (BA®).

A

~ Figura 1.6 Particién de AU B.
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EJERCICIOS

1.

10.-

Un estudiante seleccionado de una clase puede ser chico o chica. Si la probabilidad de
que un chico sea seleccionado es 0.3, ;cudl es la probabilidad de que sea seleccionada
una chica?

Se selecciona una bola de una urna que contiene bolas rojas, blancas, azules, amari-
llas y verdes. Si la probabilidad de seleccionar una bola roja es ;,1; y la de seleccionar
una blanca es -§-, ;cudl es la probabilidad de seleccionar una bola azul, amarilla o
verde?

Si la probabilidad de que un estudiante A suspenda un cierto examen de estadistica
es 0.5, l1a probabilidad de que un estudiante B suspenda el examen es 0.2 y la pro-
babilidad de que ambos estudiantes A y B suspendan el examen es 0.1, jcuil es la
probabilidad de que al menos uno de estos dos estudiantes suspenda el examen?

. En las condiciones del gjercicio 3, ;cudl es la probabilidad de que ni el estudiante A

ni el B suspendan el examen?

. En las condiciones del ejercicio 3, ;jcudl es la probabilidad de que exactamente uno

de los dos estudiantes suspenda el examen?

. Considérense dos sucesos A y B tales que Pr(A) = £ y Pr(B) = 1. Determinese

el valor de Pr(B A¢) para cada una de las siguientes condiciones: (a) A y B son
disjuntos; (b) A C B ; (c) Pr(4AB) = &.

. Si el 50% de las familias de cierta ciudad estdn suscritas al periédico matinal, el 65%

de las familias al periédico vespertino y el 85% al menos a uno de los dos periédicos,
(cual es la proporcién de familias que estdn suscritas a los dos peridédicos?

. Considérense dos sucesos A y B con Pr(A) = 0.4 y Pr(B) = 0.7. Determinense

los posibles valores mdximo y minimo de Pr(AB) y las condiciones en las cuales
se consigue cada uno de estos valores.

Demuéstrese que para dos sucesos A y B cualesquiera, la probabilidad de que exac-
tamente uno de los dos sucesos ocurra estd dada por la expresion

Pr(A) + Pr(B) — 2Pr(AB).

Se selecciona un punto (z,y) del cuadrado S que contiene todos los puntos (z, y)
tales que 0 < z < 1y 0 < y < 1. Supdngase que la probabilidad de que el
punto seleccionado pertenezca a cualquier subconjunto especifico de S es igual al
irea de ese subconjunto. Determinese la probabilidad de cada uno de los siguientes

subconjuntos: (a) el subconjunto de puntos tales que (z — %)2 + (y — %)2 > 1 (b)

el subconjunto de puntos tales que 7 < z+ y < 2; (c) el subconjunto de puntos

tales que y < 1 — z?; (d) el subconjunto de puntos tales que z = y.
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11. Sea A,, A, ... cualquier sucesién infinita de sucesos y sea B, B2, ... otra sucesién
infinita de sucesos definida como sigue: B; = A;, By = A{A,, By = AJASAs;,
B4y = A{A5A5A,, ... Demuéstrese que

i=1

Pr(LnJ A.-) = iPr(B,-), paran=1,2,...,
1=1

y que

Pr (L=J1 A,-) = ; Pr(B;).

12. Para cualquier coleccidén de sucesos A, ..., A,, demuéstrese que

Pr (L=J1 A,-) < ; Pr(A4;).

1.6 ESPACIOS MUESTRALES FINITOS

Requisitos de la probabilidad

En esta seccién consideraremos experimentos para los cuales sGlo existe un nimero finito
de resultados posibles. En otras palabras, consideraremos experimentos para los cuales
el espacio muestral S contiene s6lo un nimero finito de puntos s;,...,s,. En un ex-
perimento de este tipo, una distribucién de probabilidad en S se especifica asignando
una probabilidad p; a cada punto s; € S. El nimero p; es la probabilidad de que el

resultado del experimento sea s; (¢ = 1,...,n). Para que se satisfagan los axiomas de la
probabilidad, los nimeros pi,...,p, deben cumplir las dos condiciones siguientes:

pi >0 paraz=1,...,n
y

La probabilidad de cualquier suceso A se puede calcular sumando las probabilidades p;
de todos los resultados s; que pertenecen al suceso A.
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Ejemplo 1: Rotura de fibras. Considérese un experimento en el que cinco fibras de
distintas longitudes se someten a un proceso de prueba para saber cual rompera primero.
Supdngase que las longitudes de las cinco fibras son 1,2,3,4 y 5 pulgadas, respectiva-
mente. Supéngase también que la probabilidad de que una fibra concreta sea la primera en
romper es proporcional a su longitud. Se establece que la probabilidad de que la longitud
de la fibra que rompe primero no mide mis de 3 pulgadas.

En este ejemplo, sea s; el resultado en el cual la fibra de longitud ¢ pulgadas es
la que rompe primero (¢ = 1,...,5). Entonces, S = {s1,...,85} ¥y pi = «; para
i=1,...,5, donde o es una constante de proporcionalidad. Como se debe cumplir que
p1 + ---+ ps = 1, el valor de « debe ser é Si A es el suceso de que la longitud de la
fibra que se rompe primero no es superior a 3 pulgadas, entonces A = {s1, s2,s3}. Por
tanto,

1 2 3 2
Pr(A)—p1+p2+p3—E+'lg+E—g- q
Espacios muestrales simples
Un espacio muestral S que contiene n resultados s;,...,s, se llama espacio muestral
simple si la probabilidad asignada a cada uno de los resultados s;,...,s, es ;11— Si un

suceso A de este espacio muestral simple contiene exactamente n resultados, entonces
m
Pr(A) = —
(4) ==

Ejemplo 2: Lanzamiento de monedas. Supbngase que tres monedas equilibradas se
lanzan simultineamente. Se determinard la probabilidad de obtener exactamente dos
caras. Independientemente de si el experimentador es 0 no capaz de distinguir entre
las tres monedas, resulta conveniente para describir el espacio muestral suponer que las
monedas son distinguibles. Asi pues, puede hablarse del resultado de la primera moneda,
del de la segunda y del de la tercera. El espacio muestral contiene entonces los ocho
resultados enumerados en el ejemplo 1 de la seccién 1.4,

Ademads, debido a la hipétesis de que las monedas son equilibradas, es razonable
suponer que este espacio muestral es simple y que la probabilidad asignada a cada uno de
los ocho resultados es 5. Como se puede ver en la lista de la seccién 1.4, se obtendrén
exactamente dos caras en tres de estos resultados. Por tanto, la probabilidad de obtener
exactamente dos caras es 3. <

Debe observarse que si se hubieran considerado tinicamente como resultados posibles
la obtencién de cero caras, una cara, dos caras y tres caras, habria sido razonable suponer
que el espacio muestral constaba s6lo de estos cuatro resultados. Este espacio muestral
no seria simple porque los resultados no serian igualmente probables.

Ejemple 3: Lanzamiento de dos dados. Considérese ahora un experimento que consiste
en el lanzamiento de dos dados equilibrados para calcular la probabilidad de cada uno de
los posibles valores de l1a suma de los dos nimeros que pueden aparecer.
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. Aunque no es necesario que el experimentador sea capaz de distinguir un dado de
otro para observar el valor de su suma, la especificacién de un espacio muestral simple en
este ejemplo serd mas sencilla si suponemos que los dados son distinguibles. Si se hace’
esta hipétesis, cada resultado del espacio muestral S se puede representar como un par
de niimeros (z, v), donde z es el nimero que aparece en el primer dado e y es el nimero
que aparece en el segundo. Por tanto, S consta de los 36 resultados siguientes:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6) -
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Es natural suponer que S es un espacio muestral simple y que la probabilidad de cada
uno de estos resultados es z.

Sea P; la probabilidad de que 1a suma de los dos niimeros sea ¢ parai = 2,3,...,12.
El tnico resultado de S para el que la suma es 2 es el resultado (1,1). Por tanto
Py = 31_3 La suma serd 3 para cualquiera de los dos resultados (1,2) y (2,1). Entonces,
P3 = 35 = %. De la misma forma se obtienen las siguientes probabilidades para cada -

uno de los posibles valores de la suma:

1 4
= D — -_ P [ —
Py = Py, 36’ Ps v = 35
2 5
Pa—Pn—gg, PG—PB—%a
3 6
P4—P10—%, P7—%'<1
EJERCICIOS

1. Una escuela tiene estudiantes de 1°, 2°, 3°, 4°, 5° y 6° grado. Los grados 2°,
3°, 4°, 5° y 6° tienen el mismo nimero de estudiantes, pero el grado 1° tiene el
doble. Si un estudiante es seleccionado al azar de una lista que contiene a todos los
estudiantes de la escuela, ;cudl es la probabilidad de que esté en tercer grado?

2. Segin las hip6tesis del ejercicio 1, ;jcudl es la probabilidad de que el estudiante
seleccionado sea de un grado con un nimero impar?
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3. Si se lanzan tres monedas equilibradas, ;cuil es la probabilidad de que las tres
muestren el mismo resultado? ‘

4. Si se lanzan dos dados equilibrados, ;cudl es la probabilidad de que la suma de los
dos nimeros que aparecen sea impar?

5. Si se lanzan dos dados equilibrados, ;cudl es 1a probabilidad de que la suma de los
dos nimeros que aparecen sea par?

6. Si se lanzan dos dados equilibrados, ;jcudl es la probabilidad de que la diferencia
entre los dos niimeros que aparecen sea menor que 3?

7. Considérese un experimento que consiste en lanzar una moneda equilibrada y un
dado equilibrado. (a) Describase el espacio muestral para este experimento. (b)
Determinese 1a probabilidad de obtener una cara en la moneda y un nimero impar
en el dado.

1.7 METODOS DE CONTEO

Se ha visto que en un espacio muestral simple S, la probabilidad de un suceso A es el
cociente entre el nimero de resultados contenidos en A y el nimero total de resultados de
S. En muchos experimentos, el nimero de resultados de S es tan grande que enumerar
todos estos resultados es demasiado caro, demasiado lento o demasiado proclive a errores
como para ser ttil. En ese tipo de experimentos es conveniente disponer de un método para
determinar el nimero total de resultados del espacio S y de diversos sucesos contenidos
en S sin tener que enumerar dichos resultados. En esta seccién se presentardn algunos de
esos métodos.

Regla de la multiplicacion
Considérese un experimento que tiene las dos caracteristicas siguientes:

(1) El experimento se realiza en dos partes.

(2) La primera parte del experimento tiene m resultados posibles z,, ..., z,, €, inde-
pendientemente del resultado z; obtenido, la segunda parte del experimento tiene n
resultados posibles y,. .., Yn.

Cada resultado del espacio muestral S del experimento serd, por tanto, un par de la
forma (x;,y;), y S constard de los pares siguientes:

(zlayl)(xl’y‘.?) ot (wl;yn)

(332, yl)(fc2,y2) Tt (sz,yn)

(xm,yl)(a:m, y?) o (xm)yn)
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Puesto que cada una de las m filas de esta matriz contiene n pares, se deduce que el
espacio muestral S contiene exactamente mn resultados.

Por ejemplo, sup6ngase que hay tres rutas distintas de la ciudad A a la ciudad B y
cinco rutas distintas de la ciudad B a la ciudad C. Entonces, el nimero de rutas distintas
de A a C que pasa por B es 3 x5 = 15. Como otro ejemplo, supongase que se lanzan dos
dados. Puesto que hay seis resultados posibles para cada dado, el nimero de resultados
posibles para el experimento es 6 x 6 = 36.

Esta regla de la multiplicacién se puede extender a experimentos con mis de dos
partes. Supbngase que un experimento tiene k partes (k > 2), que la parte i-ésima
del experimento puede tener n; resultados posibles (¢ = 1,...,%) y que cada uno de
los resultados en una cualquiera de las partes puede ocurrir independientemente de los
resultados concretos que se hayan obtenido en las otras. Entonces, el espacio muestral S
del experimento contendrd todos los vectores de la forma (u;, ..., ux), donde u; es uno
de los n; resultados posibles de la parte ¢, (i = 1,...,%). El nimero de tales vectores
contenidos en S seri igual al producto nyns - - - ny,.

Por ejemplo, si se lanzan seis monedas, cada resultado de S constard de una sucesion
de seis caras y cruces, como HTTHHH. Puesto que hay dos resultados posibles para cada
una de las seis monedas, el nimero total de resultados de S serd 2 = 64. Sicaray
cruz se consideran igualmente verosimiles para cada moneda, entonces S serd un espacio
muestral simple. Puesto que S s6lo contiene un resultado con seis caras y cero cruces, la
probabilidad de obtener caras en todas las monedas es 6—14-. Puesto que hay seis resultados

en S con una cara y cinco cruces, la probabilidad de obtener exactamente una cara es
5 3
64 — 32°

Variaciones y permutaciones

Muestreo sin reemplazamiento. Considérese un experimento en el cual se selecciona una
carta de una baraja de n cartas distintas, se selecciona una segunda carta de las restantes
n — 1 cartas y, finalmente, se selecciona una tercera carta de las restantes n — 2 cartas.
Un proceso de esta clase se llama muestreo sin reemplazamiento, ya que una carta que
se extrae no es restituida a la baraja antes de seleccionar la siguiente carta. En este
experimento, cualquiera de las n cartas puede ser seleccionada en primer lugar, Una
vez que esta carta ha sido separada, cualquiera de las restantes n — 1 cartas puede ser
seleccionada en segundo lugar. Por tanto, hay n(n — 1) resultados posibles para las dos
primeras selecciones. Finalmente, hay n — 2 cartas que quiza pudieran ser seleccionadas
en tercer lugar. Por tanto, el nimero total de resultados posibles de las tres selecciones es
n(n— 1)(n — 2). De aqui, que cada resultado del espacio muestral S de este experimento
serd una configuracion constituida por tres cartas distintas de la baraja. Cada configu-
racion distinta se llama una variacién. El nimero total de variaciones posnbles para el
experimento descrito serd n(n — 1)(n — 2).

Este razonamiento puede ser generalizado a un nimero cualquiera de selecciones
sin reemplazamiento. Supongamos que k cartas son seleccionadas y separadas de una en
una de una baraja de n cartas (k = 1,2,...,n). Entonces cada resultado posible de este
experimento serd una permutacion de & cartas de la baraja, y el niimero total de estas
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variaciones serd p, x = n(n—1)---(n—k+1). Este nimero P, ; se denomina el niimero
de variaciones de n elementos tomados de k en k.

Cuando k = n, el nimero de posibles resultados del experimento serd el nimero
P, , de distintas variaciones de las n cartas. De la ecuacién obtenida se deduce

Popn=nn—-1)---1=nl
El simbolo n! se lee factorial de n. En general, el nimero de variaciones de n unidades

distintas es n!.
La expresion de P, ;. se puede reescribir de la forma siguiente para k = 1,...,n— 1:

(n—k)(n—-—k—-1)---1  n!
(n—k(n—k=1)---1_ (n—k)!'

Pop=n(n—1).--(n—k+1)

En la teoria de probabilidad, es conveniente definir 0! medianté la relacién
0'=1.

Con esta definicién resulta que 1a relacién P, ; = n!/(n — k)! serd correcta tanto para el
valor k = n como para los valores k =1, ..., n— 1. '

Ejemplo 1: Elecciér de cargos. Sup6ngase que un club consta de 25 miembros y que
se ha de elegir de la lista de miembros un presidente y un secretario. Se determinari el
nimero total de formas posibles en que estos dos cargos se pueden ocupar.

Puesto que los cargos pueden ser ocupados eligiendo uno de los 25 miembros como
presidente y eligiendo luego uno de los 24 miembros restantes como secretario, el nimero
posible de elecciones es Pas 2 = (25) (24) = 600. <«

Ejemplo 2: Ordenamiento de libros. Supdngase que se quieren ordenar en una estanteria
seis libros distintos. EIl nimero de variaciones posibles de los libros es igual a 6! =
=720 «. ‘

Muestreo con reemplazamiento. Considérese ahora el siguiente experimento: Una urna
contiene n bolas numeradas 1,...,n. En primer lugar, se selecciona al azar una bola de la
urna y se anota su nimero. Esta bola es devuelta a l1a urna y se selecciona otra (es posible
que la misma bola sea seleccionada otra vez). Se pueden seleccionar de esta manera
tantas bolas como se desee. Este proceso se denomina muestreo con reemplazamiento.
Se supone que las n bolas tienen las mismas posibilidades de ser seleccionadas en cada
etapa y que cada seleccion se realiza independientemente de las demaés.

Supéngase que hay que realizar un total de k selecciones, donde &k es un entero po-
sitivo. Entonces el espacio muestral .S de este experimento contendrd todos los vectores
de la forma (z1,...,z1), donde z; es el resultado de la i-ésima seleccién (i = 1, ..., k).
Puesto que hay n resultados posibles para cada una de las k selecciones, el nimero total
de vectores en S es n*. Ademas de las hipétesis establecidas resulta que S es un espacio
muestral simple. De ahi que la probabilidad asignada a cada vector de S sea 1/n*.
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Ejemplo 3: Obtencibn de ntumeros distintos. Para el experimento que se acaba de des-
cribir se determinard la probabilidad de que las k£ bolas seleccxonadas tengan nimeros
distintos. : ,

Si £k > n, es imposible que los nimeros de las bolas seleccionadas sean distintos,
porque s6lo hay n nimeros distintos. Supéngase, por tanto, que ¥ < n. El nimero
de vectores en S cuyas k. componentes son- distintas es P, ;, puesto que la primera
componente z; de cada vector puede tener n valores posibles, la segunda componente z,
puede tener cualquiera de los restantes n — 1 valores, y asi sucesivamente. Como S es
un espacio muestral simple que contiene n* vectores, la probabilidad p de seleccionar k
nimeros distintos es

_ Pn,lc _ n!
T nk T (n—k)n*

El problema del cumpleafios

En el problema siguiente, llamado a menudo el problema del cumpleafios, se trata de
determinar la probabilidad p de que al menos dos personas en un grupo de k£ (2 <
< k < 365) tengan el mismo cumpleafios, esto es, que hayan nacido el mismo dia del
mismo mes, pero no necesariamente del mismo afo. Para resolver este problema, debe
suponerse que los cumpleanos de las £ personas no estin relacionados (en particular,
debe suponerse que no hay gemelos presentes) y que los 365 dias del afio tienen las
mismas posibilidades de ser el cumpleafios de cualquier persona del grupo. Por tanto,
debe ignorarse el hecho de que la tasa de natalidad realmente varia durante el afio y debe
suponerse que para aquellos que en realidad han nacido el 29 de febrero se considerard
que su cumpleafios es otro dia, por ejemplo el 1 de marzo.

Con las hip6tesis establecidas, este problema resulta similar al del ejemplo 3. Puesto
que hay 365 cumpleaiios posibles para cada una de las k& personas, el espacio muestral S
constard de 365* resultados, todos ellos igualmente verosimiles. Ademds, el nimero de
resultados de S constituidos por & cumpleanios distintos es Ps¢5. 15 Ya-que el cumpleanios
de la primera persona podria ser cualquiera de los 365 dias, el de la segunda podria ser
cualquiera de los 364 dfas restantes, y asi sucesivamente. Por tanto, la probabilidad de
que las k personas tengan cumpleafios distintos es

Paes,k
365’c

La probabilidad p de que al menos dos persdnés tengan el mismo cumpleanos es, por
tanto,
1 Pses i (365)!
P=27 3658 = 7 (365 — k) 1365F

La tabla 1.1 proporciona valores numéricos de esta probabilidad p para varios valores
de k. Estas probabilidades pueden parecer sorprendentemente grandes si no se ha refle-
xionado antes sobre ellas. Mucha gente apostaria que para obtener un valor de p mayor
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que %, el nimero de personas en el grupo tendria que ser alrededor de 100. Sin embargo,
de acuerdo con la tabla 1.1 sélo tendria que haber 23 personas en el grupo. De hecho,
para k = 100 el valor de p es 0.9999997.

Tabla 1.1 _
Probabilidad p de que al menos dos personas en un grupo
de k personas tengan el mismo cumpleaios :

k P k 2

) 0.027 25 0.569
10 0.117 30 0.706
15 0.253 40 0.891
20 0411 50 0.970
22 0.476 60 0.994
23 0.507 .

EJERCICIOS

. Tres clases diferentes tienen 20, 18 y 25 estudiantes, respectivamente, y cada es-

tudiante pertenece a una sola clase. Si se forma un equipo con un estudiante de
cada una de estas tres clases, ;de cudntas maneras distintas se pueden seleccionar los
miembros del equipo?

. {De cufntas maneras distintas se pueden ordenar cinco letras a, b, ¢, d y e?

3. Si un hombre tiene seis camisas distintas y cuatro pares distintos de pantalones, ide

cuintas formas distintas se puede vestir combinando esas prendas?

Si se lanzan cuatro dados, jcudl es la probabilidad de que los cuatro nimeros que
aparecen sean distintos?

. Si se lanzan seis dados, ;cudl es la probabilidad de que cada uno de los seis niimeros

posibles aparezcan exactamente una vez?

. Si se colocan al azar 12 bolas en 20 urnas, jcudl es la probabilidad de que ninguna

urna contenga mas de una bola?

. El ascensor de un edificio empieza a subir con cinco personas y para en siete pisos.

Si la probabilidad de que cualquier pasajero salga del ascensor en un piso concreto
es igual para todos los pisos y los pasajeros salen independientemente unos. de otros,
(cudl es la probabilidad de que no haya dos pasajeros que salgan en el mismo piso?
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8. Supdngase que tres corredores del equipo A y tres del equipo B participan en una
carrera. Si los seis tienen las mismas aptitudes y no hay empates, ;cuil es la proba-
bilidad de que los tres corredores del equipo A lleguen en primer, segundo y tercer
lugar, y de que los tres corredores del equipo B lleguen en cuarto, quinto y sexto
lugar?

9. Una urna contiene 100 bolas, de las cuales r son rojas. Supdngase que las bolas son
seleccionadas al azar de una en una y sin reemplazo. Determinese (a) la probabilidad
de que la primera bola extraida sea roja; (b) la probabilidad de que la quincuagésima
bola extraida sea roja, y (c) la probabilidad de que la dltima bola extraida sea roja.

1.8 METODOS COMBINATORIOS

Combinaciones

Considérese un conjunto formado por n elementos distintos de los cuales se desea se-
leccionar un subconjunto que contenga k elementos (1 < k£ < n). Se determinari el
nimero de subconjuntos distintos que se pueden elegir. En este problema, el orden de los
elementos del subconjunto es irrelevante y cada subconjunto es tratado como una unidad.
Cada uno de esos subconjuntos se llama combinacién. Dos combinaciones distintas no
constardn de los mismos elementos. Se denotara por C;, i el niimero de combinaciones de
n elementos tomados de k£ en k. El problema, entonces, consiste en determinar el valor
de Cn,k-

Por ejemplo, si el conjunto contiene cuatro elementos a, b, ¢ y d y si cada subconjunto
consta de dos de estos elementos, entonces se pueden obtener las seis combinaciones
siguientes:

{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, y {ed}.

Por tanto, Cs» = 6. Cuando se consideran combinaciones, los subconjuntos {a,b} y
{b,a} son idénticos y s6lo uno de ellos cuenta.

Ahora se deduciré el valor nimerico de C, x para n y k enteros (1 < k£ < n). Se
sabe que el nimero de variaciones de n elementos tomados de k en k es P, ;. Estas
P, variaciones se podrian construir como sigue: en primer lugar, se selecciona una
combinacién particular de k elementos. Cada permutacién distinta de estos k£ elementos
producird una variacién. Puesto que hay k! variaciones de estos k£ elementos, esta com-
binacién particular producirad k! variaciones. Si se selecciona una combinacién distinta
de k elementos, se obtienen otras k! variaciones. Puesto que cada combinacién de k
elementos produce k! variaciones, el nimero total de variaciones es k!C, . De ahi que
Pp x = k!'Ch i, de donde

Pnr n!
Cnk = 21 = B = B!
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Ejemplo 1: Seleccion de un comité. SupOngase que un comité compuesto por ocho
personas debe ser seleccionado entre un grupo de 20. El nimero de grupos distintos de
personas que pueden COl'lStltUll‘ el comité es

20!
Czo’s a1 12' = 125 970. <

Coeficientes binomiales

Notacién. El nimero C, ; se representa también por el simbolo (7). Cuando se utiliza
esta notacion, este nimero se llama coeficiente binomial porque aparece en el teorema
binomial, que afirma lo siguiente: Para cualesquiera nimeros © e y y para cualquier
entero positivo n, - '

(z+y)" = zn: (Z) 2ty k.

Asi, pa_fa kEk=0,1,..

(%) = mo—mr

Puesto que 0! = 1, el valor del coeficiente binomial (}) para k = 0 0 k = n es 1. Por
tanto, '

(6)=()=1

A partir de estas relaciones se puede concluir.que para £ = 0,1,...,n,

(0)=G2o)

Esta ecuacion también se puede deducir del hecho de que seleccionar k£ elementos para
formar un subconjunto es equivalente a seleccionar el resto de los n — k elementos para
formar el complementario del subconjunto. De ahi que el nimero de combinaciones
que contienen &k elementos es igual al mimero de combinaciones que contienen n — k
elementos.

Algunas veces es conveniente utilizar 1a expresién “n sobre k£ ” para el valor de C,, .
Por tanto, las dos notaciones C,, ;. y (Z) representan la misma cantidad y se presentaran
de tres formas distintas: como el nimero de combinaciones de n elementos tomados de
k en k, como el coeficiente binomial de n sobre £ o, simplemente, como “n sobre & ”.
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Configuracién de elementos de dos tipos distintos. Cuando un conjunto contiene so-
lamente elementos de dos tipos distintos se puede utilizar un coeficiente binomial para
representar ¢l nimero de disposiciones distintas de todos los elementos del conjunto.
Supéngase, por ejemplo, que se alinean k bolas rojas idénticas y n — k bolas verdes
idénticas. Puesto que las bolas rojas ocupan k posiciones en la fila, cada conﬁgurac16n
distinta de las n bolas corresponde a una éleccién distinta de las k posiciones ocupadas
por las bolas rojas. De ahi que el nimero de configuraciones distintas de las n bolas sea
igual al nimero de formas distintas en que se pueden seleccionar las k posiciones para
las bolas rojas de las n posiciones disponibles. Puesto que el mimero de tales selecciones
estd dado por el coeficiente binomial Cy, i, el nimero de configuraciones distintas de las
n bolas es siempre C,, . En otras palabras, el nimero de configuraciones distintas de n
objetos de los cuales & son objetos similares de un tipo y n — k son objetos similares de
un segundo tipo es Ch, .

Ejemplo 2: Lanzamiento de una moneda. SupOngase que una moneda equilibrada va a
ser lanzada diez veces y se desea determinar (a) la probabilidad p de obtener exactamente
tres caras y (b) 1a probabilidad p’ de obtener a lo sumo tres caras.

(a) El nimero total de posibles sucesiones distintas de diez caras y cruces es 210 y
se puede suponer que todas estas sucesiones son igualmente probables. El nimero
de sucesiones que contienen exactamente tres caras serd igual al nimero de formas
distintas en que se pueden ordenar tres caras y siete cruces. Puesto que este nimero
es (%5), la probabilidad de obtener exactamente tres caras estd dada por

(5)
A3/ 01172,

210

(b) Puesto que, en general, el nimero de sucesiones del espacio muestral que contienen
exactamente k caras (k = 0,1, 2, 3) es (1%), la probabilidad de obtener 3 o menos

caras e€s
10 4 10 + 10 4 10
, _\0 1 2 3
- 910
1+10+45+120 176
= 10 = 510 = 0.1719. <

Ejemplo 3: Muestreo sin reemplazamiento. Supéngase que en una clase hay 15 chicos
y 30 chicas, y que se van a seleccionar al azar 10 estudiantes para una tarea especial. Se
determinari la probabilidad p de seleccionar exactamente 3 chicos.

El nimero de combinaciones distintas que se pueden formar con los 45 estudiantes
para obtener la muestra de 10 es (}7), y la afirmacién de que 10 estudiantes van a ser

seleccionados al azar significa que todas las (‘;g) combinaciones posibles son igualmente
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probables. Por tanto, debe hallarse el nimero de estas combinaciones que contienen
exactamente 3 chicos y 7 chicas.

‘Cuando se forma una combinacién de 3 chicos y 7 chicas, el nimero de combina-
ciones distintas en que se pueden seleccionar a los 3 chicos de los 15 disponibles es (%),
y €l nimero de combinaciones distintas en que se pueden seleccionar las 7 chicas de las
30 disponibles es (7). Puesto que cada una de estas combinaciones de 3 chicos se puede
aparear con cada una de las combinaciones de 7 chicas para formar una muestra distinta,
el nimero de combinaciones que contienen exactamente 3 chicos es (*2) (%°). Por tanto,
la probabilidad deseada es

(15) (30)
3 7

10
Ejemplo 4: Juego de cartas. Sup6ngase que se baraja un mazo de 52 cartas que contiene
cuatro ases y que las cartas se reparten entre cuatro jugadores, de forma que cada uno
recibe 13 cartas. Se determinari la probabilidad de que cada jugador reciba un as.

El nimero de posibles combinaciones distintas para las cuatro posiciones ocupadas
por los ases en la baraja es (°7), y se puede suponer que estas (32) combinaciones son
igualmente probables. Si cada jugador recibe un as, entonces debe haber exactamente un
as entre las 13 cartas que recibird el primer jugador y un as entre cada uno de los tres
grupos restantes de 13 cartas que recibirdn los otros tres jugadores. En otras palabras, hay
13 posiciones posibles para el as que recibe el primer jugador, otras 13 posiciones posibles
para el as que recibe el segundo jugador, y asi sucesivamente. Por tanto, entre las (°?)
combinaciones posibles que determinan las posiciones de los cuatro ases, exactamente 13%

de estas combinaciones proporcionardn el resultado deseado. De ahi que la probabilidad
p de que cada jugador reciba un as es

13t
P= 75
4

El torneo de tenis

= 0.1055. <

Ahora se presentard un problema dificil que tiene una solucién sencilla y elegante. Su-
pongase que n jugadores de tenis participan en un torneo. En la primera ronda, las
parejas de contrincantes se forman al azar. El perdedor de cada pareja es eliminado del
torneo y el ganador continda en la segunda ronda. Si el nimero de jugadores n es impar,
entonces un jugador se elige al azar antes de formar las parejas para la primera ronda y
automdticamente continia en la segunda. Todos los jugadores de la segunda ronda son
emparejados al azar. De nuevo, el perdedor de cada pareja es eliminado y el ganador
contindia en la tercera ronda. Si el nimero de jugadores de la segunda ronda es impar,
entonces uno de estos jugadores se elige al azar antes de que los otros formen parejas y



1.8 Métodos combinatorios 29

automiticamente continida en la tercera ronda. El torneo continiia de esta manera hasta que
queden sélo dos jugadores en la ronda final. Entonces juegan uno contra otro y el ganador
de este encuentro es el ganador del torneo. Se supondrd que los n jugadores tienen las
mismas aptitudes y se determinard la probabilidad p de que dos jugadores especificos A
y B juegen uno contra otro en cualquier momento del torneo.

Se determinari primero el nimero total de partidos que serdn jugados durante el
torneo. Después de cada partido, un jugador —el perdedor del partido— es eliminado
del torneo. El torneo termina cuando han sido eliminados todos los jugadores del torneo
excepto el ganador del partido final. Puesto que exactamente n — 1 jugadores deben ser
eliminados, resulta que se deben jugar n — 1 partidos durante el torneo.

El nimero de posibles parejas de jugadores es (7). Cada uno de los dos jugadores
de cualquier encuentro tiene la misma probabilidad de ganar ese encuentro y todas las
parejas iniciales se forman de manera aleatoria. Por tanto, antes de que empiece el torneo,
cada par posible de jugadores tiene la misma probabilidad de aparecer en cualquiera de
los n — 1 encuentros que se van a jugar durante el torneo. Asi pues, la probabilidad de
que los jugadores A y B se enfrenten en algiin encuentro particular que se especifica por
adelantado es 1 /Cn,2. Si Ay B se enfrentan en ese encuentro particular, uno de ellos
perderi y serd eliminado. Por tanto, estos mismos jugadores no pueden enfrentarse en
mds de un encuentro.

De las explicaciones anteriores se deduce que la probabilidad p de que los jugadores
A y B se enfrenten durante el torneo es igual al producto de la probabilidad 1/(%) de
que se enfrenten en un partido concreto y el nimero total n — 1 de partidos distintos en
los cuales se pueden enfrentar. Por tanto,

_n—1 _2_
P=7N "~ n
2
EJERCICIOS

1. {Cuél de los dos nimeros siguientes es mayor: (33) o (33)?

2. ;Cuél de los dos nimeros siguientes es mayor: (53) o (33)?

3. Una caja contiene 24 bombillas, de las cuales 4 son defectuosas. Si una persona se-
lecciona al azar 4 bombillas de la caja, sin reemplazamiento, ;cudl es la probabilidad
de que las 4 bombillas sean defectuosas?

4. Demuéstrese que el nimero siguiente es un entero:

4155 x 4156 x --- x 4250 x 4251
2x3x---%x96 x 97

5. Supéngase que n personas se sientan aleatoriamente en una fila de n asientos, jcudl
es la probabilidad de que dos personas A y B concretas se sienten una junto a la
otra? '
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

. Si k personas se sientan aleatoriamente en una fila de n asientos (n > k); (,cual es
“la probablhdad de que’ ocupen k a51entos contlguos en la fila?

..Si k personas se sientan aleatonamente en n sillas dxspuestas en c:1rculo (n > k)

;cuél es la probabilidad de que ocupen k sillas contiguas del circulo?

. Si n personas se sientan aleatoriamente en una fila de 2n asientos, ;cudl-es la pro-

babilidad de que no haya dos personas sentadas en asientos contiguos?

. Una caja contiene 24 bombillas, de las cuales 2 son defectuosas. Si una persona

selecciona 10 bombillas al azar, sin reemplazamiento, jcual es la probabilidad de
seleccionar las 2 bombillas defectuosas"

Supéngase que se ha de selecc1onar un comlté de 12 personas aleatoriamente es-.
cogidas entre un grupo de 100.. Determinese la probabllldad de que dos personas
concretas, A y B, sean seleccionadas. ' o

Supéngase que 35 personas se dividen aleatoriamente en dos equlpos de manera que.
uno de los equlpos consta de 10 personas'y ‘el otro de 25. ;Cuil es la probabilidad
de que dos personas concretas, A y B, estén en el mismo equipo?

Una caja contiene 24 bombillas, de las cuales 4 son defectuosas. Si una persona

-selecciona aleatoriamente 10 bombillas de la caja, y una segunda.persona toma en-

tonces las 14 bombillas restantes, ;cudl es la probabilidad de que la misma persona
seleccione las 4 bombillas defectuosas? :

Demuéstrese que, para cualquier entero positivo n y k (n > k),

B+ =)

'(a) Demuéstrese que

0+ () Qe () -r

(b) Demuéstrese que

(- ()4 ()~ (@) + v () =0

Sugerencia: Utilicese el teorema binomial.

El Senado de Estados Unidos esti constituido por dos senadores de cada uno de los
50 estados. (a) Si se selecciona aleatoriamente un comité de 8 senadores, ;cudl es
la probabilidad de que contenga al menos uno de los dos senadores de un estado
concreto? (b) ;Cudl es la probabilidad de que un grupo de 50 senadores seleccio-
nados aleatoriamente contenga un senador de cada estado?
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16. Una baraja de 52 cartas contiene 4 ases. Si las cartas se barajan y se distribuyen
aleatoriamente entre cuatro jugadores, de forma que cada jugador recibe 13 cartas,
;cull es la probabilidad de que los 4 ases sean recibidos por el mismo jugador?

17. Supdngase que 100 estudiantes de matemditicas se dividen en cinco clases, conte-
niendo cada una 20 estudiantes, y que 10 de estos estudiantes van a ser premiados.
Si todos los estudiantes tienen la misma probabilidad de recibir el premio, jcudl es
la probabilidad de que exactamente 2 estudiantes de cada clase reciban premios?

1.9 COEFICIENTES MULTINOMIALES

Supéngase que se van a dividir n» elementos diferentes en k grupos distintos (k > 2)
de manera que para j = 1,...,k%, el j-€simo grupo contenga exactamente n; elementos,
donde ny +ny + - - - +np = n. Se -desea determinar el nimero de formas distintas en que
se pueden distribuir los n elementos en los & grupos. Los n; elementos del primer grupo
pueden ser seleccionados de los n elementos disponibles de ( ) formas distintas. Después
de haber sido seleccionados los n; elementos del primer grupo, pueden seleccionarse los
n, elementos del segundo grupo de los restantes n — n; elementos de (" n;“) formas
distintas. Por tanto, el nimero total de formas distintas de seleccionar los elementos del
primer y segundo grupos es (") (",7*). Después de haber seleccionado los n; + ns
elementos de los dos primeros grupos, el nimero de formas distintas de seleccionar los ns
elementos del tercer grupo es ("~ nl’”") De ahi que el nimero total de formas distintas
de seleccionar los elementos para 10s tres primeros grupos es

) CRCTT™)

De la explicacion -anterior se deduce que, después de haber formado los primeros
k — 2 grupos, el nimero de formas distintas en que los n,_; elementos del siguiente
grupo se pueden seleccionar de los restantes ny_; + n; elementos es (™%~ 1+n“) y los

n;. elementos restantes deben formar entonces el dltimo grupo. Por tanto, el nimero total
de formas distintas de dividir los n elementos en &k grupos es

n n — Ny n—1n; — Ny NE—1 + Ny,
7 o n3 Nk —1 ’

Cuando estos coeficientes binomiales se expresan en términos de factoriales, este
producto puede escribirse en forma sencilla como

n!

nylngt- - ong!
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El nimero que se acaba de obtener se denomina coeficiente multinomial debido a
que aparece en el teorema multinomial, el cual se puede enunciar como sigue: Para
cualesquiera niimeros x1,...,%r.y cualquier entero positivo n,

n! ‘
(z1+--+ze)” = Z nilny! .- .nk!x?lxgz et
En esta ecuacién la suma se extiende sobre todas las combinaciones posibles de enteros
no negativos n;,...,n talesque n; +ny + - - -+ ng = n.
Un coeficiente multinomial es una generalizacién del coeficiente binomial tratado en
la seccién 1.8. Para k£ = 2, el teorema multinomial es el mismo que el teorema binomial
y el coeficiente multinomial se convierte en un coeficiente binomial.

Ejemplo 1: Seleccién de comités. Supdngase que 20 miembros de una organizacién van
a ser distribuidos en tres comités A, B y C de manera que cada uno de los comités A y
B tenga 8 miembros y el comité C' tenga 4. Se determinari el nimero de formas distintas
en que pueden ser asignados los miembros de estos comités,

El nimero que interesa es el coeficiente multinomial para el cual »n = 20, £t = 3,
n; = ny = 8 y ng = 4. Por tanto, la solucién es :

20!

m = 62355 150. o

Configuraciones de elementos con mds de dos tipos distintos. Del mismo modo que el
coeficiente binomial puede ser utilizado para representar el nimero de configuraciones
distintas de los elementos de un conjunto que contiene elementos de dos tipos distintos
solamente, el coeficiente multinomial se puede utilizar para representar el nimero de
configuraciones distintas de los elementos de un conjunto que contiene elementos de k
tipos distintos (k£ > 2). Supdngase, por ejemplo, que n bolas de k colores distintos van a
ser alineadas y que hay n; bolasde color j (j = 1,...,k),donde ny +na+---+n; = n.
Entonces, cada configuracién distinta de las n bolas corresponde a una forma de dividir
las n posiciones disponibles en un grupo de n; posiciones que han de ser ocupadas por las
bolas de color 1, un segundo grupo de n2 posiciones que han de ser ocupadas por las bolas
de color 2, y asi sucesivamente. Por tanto, el nimero total de configuraciones distintas
de las n bolas debe ser

n!

Tl]_! 712! .. '71k!

Ejemplo 2: Lanzamiento de dados. Supdngase que se lanzan 12 dados. Se determinard
la probabilidad p de que cada uno de los seis nimeros distintos aparezca dos veces.
Cada resultado del espacio muestral S puede ser considerado como una sucesién
ordenada de 12 nimeros, donde el i-ésimo nimero de la sucesién es el resultado del
i-ésimo lanzamiento. Por tanto, habré 612 resultados posibles en S y todos estos resultados
pueden ser considerados como igualmente probables. El nimero de estos resultados que
contendrian cada uno de los seis nimeros 1,2, ...,6 exactamente dos veces serd igual al
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nimero de configuraciones posibles distintas de estos 12 elementos. Este nimero se puede
determinar evaluando el coeficiente multinomial paran = 12,k =6yn; = --- = ng = 2.
Por tanto, el nimero de tales resultados es

12!

(21)°
y la probabilidad buscada p es

p= %ﬁ— =0.0034. «
Ejemplo 3: Juegos de cartas. Una baraja de 52 cartas contiene 13 corazones. Supdngase
que se barajan las cartas y se distribuyen entre cuatro jugadores A, B, C y D de forma
que cada jugador recibe 13 cartas. Se determinara la probabilidad p de que el jugador A
reciba 6 corazones, el jugador B reciba 4 corazones, el jugador C reciba 2 corazones y
el jugador D reciba 1 corazén. '
El mimero total N de formas distintas en que las 52 cartas pueden ser distribuidas
entre los cuatro jugadores de manera que cada jugador reciba 13 cartas es

52!
T (139t

Se puede suponer que cada una de estas configuraciones es igualmente probable. Ahora
se puede calcular el nimero A/ de formas de distribuir las cartas de manera que cada
jugador reciba el nimero de corazones requerido. El nimero de formas distintas en que se
pueden distribuir los corazones a los jugadores A, B, C y D de tal manera que el nimero
‘de corazones que reciban sea 6,4,2 y 1, respectivamente, es

13!
6! 41 21 11

Por otra parte, el nimero de formas distintas en que las otras 39 cartas se pueden distribuir
entre los cuatro jugadores de manera que cada jugador tenga un total de 13 cartas es

39!
791111 12!

Por tanto,

13! 39!

M=o 7ot ial
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y la probabilidad buscada p es

M 131391(13H*
P=7N Teratatitztof 11t 12! 52!
Existe otra forma de abordar este problema siguiendo el procedimiento descrito en

el ejemplo 4 de la seccién 1.8. El nimero de combinaciones posibles distintas de las
13 posiciones ocupadas en la baraja por los corazones es ‘;’g) Si el jugador A recibe
6 corazones, hay (1°) combinaciones posibles de las seis posiciones que ocupan estos
corazones entre las 13 cartas que recibe A. Similarmente, si el jugador B recibe 4
corazones, hay (%) combinaciones posibles de sus posiciones entre las 13 cartas que
recibe B. Hay (%°) combinaciones posibles para el Jugador C y hay (*3) combinaciones
posibles para el jugador D. Por tanto, ' _

p= () (%) (123) (113) o
(5)

lo que proporciona el mismo valor que el obtenido con el primer procedimiento. <«

= 0.00196.

EJERCICIOS

1. Supéngase que en una cuerda se van a ensartar 18 cuentas rojas, 12. amanllas 8
azules y 12 negras. ; De cuéntas formas distintas se pueden ordenar las cuentas?

2. Supbéngase que en una organizacién que tiene 300 miembros se van a formar dos
comités. Si un comité va a tener 5 miembros y el otro comité va a tener 8 miembros,
(de cuintas formas distintas se pueden seleccionar estos comités?

3. Si las letras a, a, e, i, , ¢, d, t, t, s, 5 se ordenan aleatoriamente, ;cuél es la
probabilidad de que formen la palabra “estadistica’?

4. Supbngase que se danzan n dados equilibrados. Determinese 1a prbbabilidad de que
el nimero j aparezca exactamente n; veces (j = 1,...,6), donde n; + ny + --- +
+ne = n.

5. Si se lanzan siete dados equilibrados, ;cuél es la probabilidad de que cada uno de
los seis nimeros distintos aparezca al menos una vez?

6. Supdéngase que una baraja de 25 cartas contiene 12 cartas rojas. Supongase también
que las 25 cartas se distribuyen aleatoriamente entre tres jugadores A, B y C de
manera que el jugador A recibe 10 cartas, el jugador B recibe 8 cartas y el jugador
C recibe 7 cartas. Determinese la probabilidad de que el jugador A reciba 6 cartas
rojas, el jugador B reciba 2 cartas rojas y el jugador C reciba 4 cartas rojas.
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~-7.-Una baraja de 52 cartas contiene 12 figuras. Si las 52 cartas se distribuyen aleato-
.. riamente entre cuatro jugadores de manera:que cada jugador reciba 13 cartas, ;cudl
- es la probabilidad de que ¢ cada _]ugador reciba 3 figuras?

- ‘8: Supbngase que una baraja con 52 cartas contiene 13 cartas rojas, 13 cartas amarillas,
13 cartas azules y 13 cartas verdes. Si las 52 cartas se distribuyen aleatoriamente
entre cuatro jugadores de manera que cada jugador recibe 13 cartas, ;jcudl es la
probabilidad de que cada jugador reciba 13 cartas del mismo color?

9. Supéngase que 2 nifios llamados David, 3 nifios llamados Juan y 4 nifios llamados
Simén se sientan aleatoriamente en una fila de 9 asientos. ;Cual es la probabilidad
de que los nifios que se llaman David ocupen los dos primeros asientos de la fila,
los nifios que se llaman Juan ocupen los tres asientos siguientes y los nifios que se
llaman Simén ocupen los cuatro ltimos asientos?

1.10 PROBABILIDAD DE LA UNION DE SUCESOS

La unién de tres sucesos

Ahora se tratard de nuevo un espacio muestral arbitrario S que puede contener un nimero
finito o infinito de resultados y se desarrollardn algunas propiedades generales de las
diversas probabilidades que se pueden especificar sobre los sucesos contenidos en S. En
esta seccxén se estudlaré en partlpular la probabilidad de la unién U?_, A; de n sucesos
Al, ey An.

Si los sucesos A;,..., A, son di_sj_untos, se sabe que

Pr (L:Jl A,-) = é Pr(A;).

Ademais, para dos sucesos cualesquiera A; y As; sean:0 no sean disjuntos, se sabe por el
teorema 6 de la seccién 1.5 que

PI‘(A1 U Ag) = PI‘(Al) + PI(AQ) - Pl‘(‘41‘42).

Se extender4 este resultado, primero a tres sucesos y luego a un nimero finito arbitrario
de sucesos.

Teorema 1. Para tres sucesos cualesquiera Ay, Ay y As,
Pr(A; U Ay U Ag) =Pr(A;) + Pr(A2) + Pr(As)—
— [Pr(A1A2) + Pr(A2A43) + Pr(A4;43)] + (D)
| . +Pr(A414s43).
Esta ecuacion indica que el valor de Pr(A; U A, U Aj3) se puede obtener sumando
las probabilidades de cada uno de los tres sucesos individuales, restando la suma de

las probabilidades de las intersecciones de los tres pares posibles de sucesos y sumando
finalmente la probabilidad de la interseccién de los tres sucesos.
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Demostracién. En la figura 1.4 se demostr6 que la unién A; U Az U A3z se puede
representar como la unién de siete sucesos disjuntos. Las probabilidades de estos siete
sucesos disjuntos se denotardn por medio de los valores P1,---,P7, cOmoO se indica en la
figura 1.7. Entonces Pr(A; U A; U Aj) = E, =1 Pi> y debe demostrarse que la parte
derecha de la ecuacién (L es también sxempre igual a Z,_ 1 Pi-

Figura 1.7 Probabilidades de los siete sucesos que forman A4; U A U As.
Como puede comprobarse en la figura 1.7, las tres relaciones siguientes son correctas:

Pr(A;) + Pr(Az) + Pr(As) =(p1 + pa + pes + p7) + (P2 + pa+ ps + p7) +
+ (p3 + ps + pe + p7),

Pr(A;Az2) + Pr(A2As) + Pr(A14s) = (pa + p7) + (p5s + p7) + (ps + p7),
Pr(A; A2A3) = pr. |

De estas relaciones se deduce que la parte derecha de.1a ecuaci6n (1) es igual a i, pi.
<

Ejemplo 1: Inscripcién de estudiantes. De un grupo de 200 estudiantes, 137 se inscribie-
ron en una clase de matemaéticas, 50 en una clase de historia y 124 en una clase de musica.
Ademis, el nimero de estudiantes inscritos en matemadticas e historia es 33, el nimero
de los inscritos en historia y misica es 29 y el nimero de los inscritos en matemaéticas y
miisica es 92. Finalmente, el nimero de estudiantes inscritos en las tres clases es 18. Se
determinari la probabilidad de que un estudiante seleccionado al azar del grupo de 200
esté inscrito al menos en una de las tres clases.

Sea A; el suceso de que el estudiante seleccionado esté inscrito en la clase de mate-
méticas, sea A, el suceso de que esté inscrito en la clase de historia y sea A3 el suceso
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de que esté inscrito en la clase de misica. Para resolver el problema, debe determinarse
el valor de Pr(A; U A2 U Aj). De los datos anteriores, resulta:

137 50 124
Pr(Al) 200 PI‘(AQ) = %6’ Pl‘(i43) = 2—00-,
33 29 92
PI‘(AlAz) = -2—06, PI‘(AQA;;) = 2—00-, Pr(A1A3) = %5,
18
Pr(A1A2A3) 200

Haciendo uso de la ecuacién (1) resulta Pr(A; U Az U A3) =175/200=7/8. <«

La unién de un numero finito de sucesos

Una ecuacidn andloga a la (1) se verifica para cualquier nimero finito arbitrario de sucesos,
como se demuestra en el teorema siguiente:

Teorema 2. Para n sucesos cualesqiiera A, ..., A,,
n
Pr(U A,-) Z Pr(A:) — D Pr(A; A;)+ > Pr(d; 4; Ax) —
i=1 1<) I<j<k .
— SO Pr(A; A Ay A+ + )
i ¥] k !
i<i<k?

+ (=) Pr(4, A2 A,).

Los pasos para evaluar Pr(UP_, A;) son los siguientes: Primero, se suman las
probabilidades de los n sucesos individuales. Segundo, se resta la suma de las probabili-
dades de las intersecciones de todos los pares posibles de sucesos; en este paso habrd (g)
pares diferentes cuyas probabilidades intervienen. Tercero, se suman las probabilidades
de las intersecciones de todos los grupos posibles de tres; habra (%) intersecciones de
este tipo. Cuarto, se resta la suma de las probabilidades de las intersecciones de todos
los grupos posibles de cuatro sucesos; habra (7]) intersecciones de este tipo. Se procede
de esta forma hasta que, finalmente, se suma o resta la probabilidad de la interseccién de
los n sucesos, dependiendo de si  es un nimero impar o par.

Demostracién. 1.a demostracion de la ecuacioén (2) es similar a la de la (1), pero en este
caso no puede utilizarse un diagrama de Venn. Supdngase que U}, A; se divide en
subconjuntos disjuntos, de forma que cada subconjunto contenga los resultados que son
comunes a déterminados sucesos entre los A;,..., 4, y que no pertenecen a los restantes
sucesos. Entonces la Pr(U}_, A;) serd la suma de las probabilidades de estos subconjuntos
disjuntos. Para demostrar el teorema 2, hay que demostrar que la probabilidad de cada
subconjunto se suma exactamente una vez en la parte derecha de la ecuacién (2).
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Para un valor dado de k£ (1 < k < n), se considera primero el subconjunto B de
resuitados que pertenecen a cada uno de los sucesos A, ..., Ay pero que no pertenecen
a ninguno de los sucesos Aj+1,...,An. Esto es, se considera el suceso

B=A1 N ---N Ay N Af4; N oo N ASL

Puesto que B es un subconjunto de exactamente k de los n sucesos Ay, ..., A,, entonces
Pr(B) apareceri en k términos en la primera suma de la parte derecha de 1a ecuaci6n (2).
Ademais, puesto que B es un subconjunto de la interseccién de cada par de sucesos
Ai,..., Ay , entonces Pr(B) aparecera en (g) términos en la segundz suma de la parte

derecha de la ecuacién (2). Por tanto, Pr(B) se restard (5) veces. Anilogamente, en

la tercera suma, Pr(B) se sumard (£) veces. Continuando con este razonamiento, se
encuentra que Pr(B) se sumara en la parte derecha de la ecuacién (2) el nimero de veces
siguiente:

() ()€ e ()

Por el ejercicio 14(b) de la secci6én 1.8, este nimero es 1.

Con un razonamiento andlogo se puede obtener el mismo resultado para el subcon-
junto de resultados que pertenecen a cualquier grupo especifico de exactamente & sucesos
entre A, ..., A,. Puesto que & es arbitrario (1 < k < n), este argumento establece que la
probabilidad de cada uno de los subconjuntos disjuntos en U7_; A; se suma exactamente
una vez en la parte derecha de la ecuacién (2). «

El problema de coincidencias

Considérese una baraja de n cartas diferentes, supéngase que esas cartas se colocan
en una fila y que las cartas de otra baraja idéntica se mezclan y colocan en otra fila
encima de la anterior. Se desea determinar la probabilidad p,, de que haya al menos una
coincidencia entre las cartas correspondientes de las dos barajas. El mismo problema
se puede expresar en varios contextos. Por ejemplo, podria suponerse que una persona
mecanografia n cartas y las direcciones correspondientes en n sobres, y luego introduce
las n cartas en los n sobres aleatoriamente. Se podria desear determinar la probabilidad p,
de que al menos una carta sea introducida en el sobre correcto. Como otro ejemplo, podria
suponerse que las fotografias de n famosos actores de cine se emparejan aleatoriamente
con n fotografias de los mismos actores tomadas cuando eran bebés. Se podria desear
determinar la probabilidad p,, de que al menos la fotografia de un actor sea correctamente
emparejada con su propia fotografia de bebé.

Aqui se tratard el problema de las coincidencias en el contexto de cartas que se
introducen en sobres. Por tanto, sea 4; el suceso de que la carta 7 es intrcﬁ:cida en el
sobre correcto (¢ = 1,...,n) y se determinara el valor de p,, = Pr(U?_,; A;) utilizando
la ecuacion (2). Puesto que las cartas se introducen en los sobres al azar, la probabilidad
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Pr(A;) de que una carta concreta sea introducida en el sobre correcto es % Por tanto, el
valor de la primera suma de la parte derecha de 1a ecuacién (2) es

= 1

E Pr(Ai)=n-—=1.
< n

$=1

Ademais, puesto que la carta 1 se podria introducir en cualquiera de los n sobres
y entonces la carta 2 podria introducirse en cualquiera de los restantes n — 1 sobres,
la probabilidad Pr(A;A-) de que ambas cartas, 1 y 2, sean introducidas en los sobres
correctos es 1/[n(n — 1)]. Andlogamente, la probabilidad Pr(A4;A;) de que dos cartas
especificas ¢ y j (i # j) sean introducidas en los sobres correctos es 1/[n(n — 1)]. Por
tanto, el valor de la segunda suma de la parte derecha de la ecuacién (2) es

_ n 1 1
Z Pr(A,-Aj) = (2) ;—1(7——1—) = ?

1<J

Mediante un razonamiento anilogo se puede determinar que la probabilidad de que
tres cartas concretas cualesquiera 7,j y k (i < j < k) sean introducidas €n los sobres
correctos es Pr(A; A; Ar) = 1/[n(n — 1)(n — 2)]. Por lo tanto, el valor de la tercera
suma es '

n 1 1
Z Pr(4:4;Ay) = (3) n(n - 1)(n - 2) ~ 3

i<j<k

Se puede continuar con este procedimiento hasta encontrar que la probabilidad de
que las n cartas sean introducidas en los sobres correctos es Pr(A; Az --- A,) = 1/(n!).
Se deduce ahora de la ecuacidn (2) que la probabilidad p,, de que al menos una carta sea
introducida en el sobre correcto es :

1 1 1 nt1 1
Pn=1-grtg—gt (=)= (3)
Esta probabilidad tiene l1as siguientes propiedades interesantes. A medidaquen — oo
el valor de p,, se aproxima al siguiente limite:

e TR TR T

En loiﬂlibros de célculo elemental se demuestra que la suma de la serie infinita de la
parte derecha de la ecuaciénes 1 — (1/¢), donde e = 2.71828.... Por tanto, 1 — (1/e) =
= 0.63212.... Resulta entonces que para un valor grande de n, la probabilidad p, de
que al menos una carta sea introducida en el sobre correcto es aproximadamente 0.63212.
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Los valores exactos de p,, proporcionados por la ecuacion (3), formaran una sucesion
oscilante a medida que n crece. A medida que n crece a través de los enteros pares
2,4,6,..., los valores de p, crecerdn hacia el valor limite 0.63212 y a medida que n
crece a través de los enteros impares 3, 5, 7,..., los valores de p,, decreceridn hacia este
mismo valor limite.

Los valores de p,, convergen al limite muy rapidamente. De hecho, para n = 7 el
valor exacto de p7 y el valor limite p,, coinciden hasta la cuarta cifra decimal. Por tanto,
independientemente de si siete cartas son introducidas al azar en siete sobres o si siete
millones de cartas son introducidas al azar en siete millones de sobres, la probabilidad de
que al menos una carta sea introducida en el sobre correcto es 0.6321.

EJERCICIOS

1. En una ciudad se publican tres periédicos A, B y C. Supdngase que el 60% de
las familias de la ciudad estdn suscritas al periddico A, el 40% estin suscritas al
periédico B y el 30% al peri6dico C. Supdngase también que el 20% de las familias
estdn suscritas a los periddicos Ay B,el10%a Ay C,el 20% a By C yel5%
a los tres periédicos A, B y C. ;Qué porcentaje de las familias de la ciudad estin
suscritas al menos a uno de estos tres periddicos?

2. Segin las hipétesis del ejercicio 1, ;qué porcentaje de familias en la ciudad estdn
suscritas exactamente a uno de los tres periédicos?

3. Supébngase que se sacan tres discos de sus fundas y que después de haberlos escuchado
se introducen en las tres fundas vacias aleatoriamente. Determinese la probabilidad
de que al menos uno de los discos sea introducido en su propia funda.

4. Supbngase que cuatro clientes dejan sus sombreros en el guardarropa al llegar a un
restaurante y que estos sombreros les son devueltos aleatoriamente cuando se van.
Determinese la probabilidad de que ningin cliente reciba su propio sombrero.

5. Una urna contiene 30 bolas rojas, 30 blancas y 30 azules. Si se seleccionan 10 bolas
al azar, sin reemplazamiento, ;cudl es la probabilidad de que al menos un color no
haya sido extraido?

6. Supodngase que una banda escolar tiene 10 estudiantes de primer curso, 20 de segundo,
30 del peniltimo y 40 del dltimo. Si se seleccionan al azar 15 estudiantes de la
banda, ;cual es la probabilidad de seleccionar al menos un estudiante de cada curso?
Sugerencia: Determinese primero la probabilidad de que al menos uno de los cuatro
cursos no esté representado en la seleccion.

7. Si se introducen aleatoriamente n cartas en n sobres, ;cudl es la probabilidad de que
exactamente n — 1 cartas sean introducidas en los sobres correctos?

s
8. Supbngase que n cartas se introducen al azar en n sobres, y sea q, la probabilidad
de que ninguna carta sea introducida en el sobre correcto. ;Para cudl de los cuatro
valores siguientes de n es mayor ¢, : n = 10, n = 21, n = 53 o n = 300?
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9. Si tres cartas se introducen al azar en tres sobres, ;cudl es la probabilidad de que
exactamente una carta sea introducida en el sobre correcto?

10. Supéngase que 10 cartas, 5 rojas y 5 verdes, se introducen al azar en 10 sobres, 5
rojos y 5 verdes. Determinese la probabilidad de que exactamente z sobres contengan
una carta de su mismo color (2 = 0,1,...,10).

11. Sea A;, Az,... una sucesion infinita de sucesos tales que A; C A2 C ---. De-
muéstrese que

oo
Pr(U A,-) = lim Pr(4,).
i=1

Sugerencia: Considérese la sucesién B,, B,. ... definida como en el ejercicio 11 de
la seccién 1.5 y demuéstrese que

oo oo -
Pr(U A;) = lim Pr(U Bi) = lim Pr(An).
i=1 i=1

12. Sea A;, As,... una sucesién infinita de sucesos tales que A; D A2 D ---. Demués-
trese que ‘

o0
Pr(ﬂ A,») = lim Pr(A4,).
1=1

Sugerencia: Considérese la sucesién A§, A, ... y apliquese el ejercicio 11.

1.11  SUCESOS INDEPENDIENTES

Supéngase que dos sucesos A y B ocurren independientemente uno de otro en el sentido
de que la ocurrencia 0 no ocurrencia de cualquiera de ellos no tiene relacién ni influye
sobre la ocurrencia 0 no ocurrencia del otro. Se demostrard que en estas condiciones
es natural suponer que Pr(AB) = Pr(A)Pr(B). Es decir, es natural suponer que la
probabilidad de que ambos, A y B, ocurran es igual al producto de sus probabilidades
individuales.

Este resultado se puede justificar ficilmente desde el punto de vista de la inter-
pretacién frecuencialista de la probabilidad. Por ejemplo, sup6ngase que A es el suceso
de obtener una cara cuando se lanza una moneda equilibrada y B es el suceso de obtener
el nimero 1 o el nimero 2 al lanzar un dado equilibrado. Entonces, el suceso A ocurrird
con una frecuencia relativa de 3 al lanzar la moneda repetidamente y el suceso B ocurrird
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con una frecuencia relativa de 1 al lanzar el dado repetidamente. Por tanto, Pr(4) =
y Pr(B) = L.

Considérese ahora un experimento compuesto en el cual l1a moneda y el dado son
lanzados simultineamente. Si el experimento se realiza repetidamente, entonces la fre-
cuencia relativa del suceso A, en el cual se obtiene una cara, serd % Puesto que los
resultados de la moneda y los resultados del dado no estin relacionados, es razonable
suponer que de entre los experimentos en los que el suceso A ocurre, el suceso B en el
que se obtiene el nimero 1 o el nimero 2 tendrd una frecuencia relativa de % De aqui
que, en una sucesion de experimentos compuestos, la frecuencia relativa con que ocurren

Ay B simultdneamente serd % - £ = &. Por tanto, en este experimento,

1 1 1

Pr(AB) = 6§33 Pr(A) Pr(B).

Estas relaciones se pueden justificar también mediante la interpretacién clésica de la
probabilidad. Existen dos resultados igualmente probables del lanzamiento de 1a moneda
y seis resultados igualmente probables del lanzamiento del dado. Puesto que el resultado
de la moneda y el resultado del dado no estan relacionados, es natural suponer también
que los 6 x 2 = 12 resultados posibles del experimento compuesto en el cual se lanzan la
moneda y el dado son igualmente probables. En este experimento compuesto sera cierto
de nuevo que Pr(4AB) = 5 = & = Pr(4) Pr(B).

Independencia de dos sucesos

Como resultado del andlisis anterior, se establece la definicibn matematica de la indepen-
dencia de dos sucesos como sigue: Dos sucesos A y B son independientes si, y solamente
si, Pr(AB) = Pr(A) Pr(B).

Si dos sucesos, A y B, se consideran independientes debido a que no estidn rela-
cionados fisicamente y si las probabilidades Pr(A) y Pr(B) son conocidas, entonces se
puede utilizar esta definicién para asignar un valor a Pr(AB).

Ejemplo 1: Funcionamiento de mdquinas. Supéngase que dos miquinas, 1 y 2, de una
fabrica funcionan independientemente una de otra. Sea A el suceso de que la maquina 1
se estropee durante un periodo determinado de 8 horas, sea B el suceso de que la maquina
2 se estropee durante el mismo periodo y supéngase que Pr(A4) = 1/3 y Pr(B) = 1/4.
Se determinard la probabilidad de que al menos una de las miquinas se estropee durante
ese periodo.

La probabilidad Pr(AB) de que ambas mdquinas se estropeen durante ese periodo
es

1 1 1

Pr(AB) = Pr(A) Pr(B) = (g) (Z) =I5

Por tanto, la probabilidad Pr(A4 U D) de que al menos una de las miquinas se estropee
durante ese periodo es

Pr(A U B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AB)
1 1 1 1

—_ —-— . 4

=31v1 1273
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El ejemplo siguiente muestra que dos sucesos, A y B, que estan relacionados fisica-
mente pueden satisfacer, sin embargo, 1a definicién de independencia.

Ejemplo 2: Lanzamiento de un dado. Supdngase que se lanza un dado equilibrado. Sea
A el suceso de obtener un nimero par y sea B el suceso de obtener uno de los nimeros
1,2,3 6 4. Demostraremos que los sucesos A y B son independientes.

En este ejemplo, Pr(A4) =  y Pr(B) = 2. Ademds, puesto que AB es el suceso de
obtener el nimero 2 o el nimero 4, Pr(AB) = L. De aqui que Pr(AB) = Pr(A) Pr(B).
Resulta pues que los sucesos A y B son independientes, aunque la ocurrencia de cada
suceso depende del mismo lanzamiento del dado. <«

La independencia de los sucesos A y B del ejemplo 2 también se puede interpretar
como sigue: Supéngase que una persona debe apostar sobre si el nimero obtenido al
lanzar el dado es par o impar, es decir, sobre si ocurrird el suceso A. Puesto que tres de
los posibles resultados del lanzamiento son pares y los otros tres son impares, en generali,
esa persona no tendri preferencia entre apostar por un nimero par o por uno impar.

Supéngase también que después de haber lanzado el dado, pero antes de que la
persona se entere del resultado y antes de que se decida a apostar sobre un resultado par
o impar, es informada de que el resultado ha sido uno de los niimeros 1, 2,3 6 4, es decir,
que ha ocurrido el suceso B. Esa persona sabe ahora que el resultado ha sido 1,2,3 6
4. Sin embargo, puesto que dos de estos nimeros son pares y dos son impares, ain no
tendrd preferencia entre apostar por un nimero par o0 apostar por un nimero impar. En
otras palabras, la informacién de que el suceso B ha ocurrido no sirve de ayuda a la
persona que est4 tratando de decidir si ha ocurrido el suceso A. Este tema serd tratado
de una forma mais general en el capitulo 2.

En la exposicién anterior sobre sucesos independientes se afirmaba que si A y B son
independientes, entonces la ocurrencia o la no ocurrencia de A no deberia estar relacionada
con la ocurrencia o la no ocurrencia de B. Por tanto, si A y B satisfacen la definicién
matemdtica de sucesos independientes, entonces también deberia ser cierto que A y B¢
son sucesos independientes, que A° y B son sucesos independientes y que A¢ y B€ son
sucesos independientes. Uno de estos resultados se establece en el siguiente teorema.

Teorema 1. Si dos sucesos, A y B, son independientes, entonces los sucesos A 'y
B¢ también son independientes.
Demostracién. Siempre es cierto que
Pr(AB°) = Pr(A) — Pr(AB).
Ademis, puesto que A y B son sucesos independientes,
Pr(AB) = Pr(A) Pr(B).
Resulta, pues, que
Pr(AB°) = Pr(A) — Pr(A) Px(B) = Pr(A) [1 — Pr(B)]
= Pr(A) Pr(B°).
Por tanto, los sucesos A y B¢ son independientes. <«
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La demostracién del resultado andlogo para los sucesos A° y B es similar y la
demostracién para los sucesos A° y B¢ se pide en el ejercicio 1 del final de esta seccién.

Independencia de varios sucesos

La exposicién que se acaba de hacer para dos sucesos se puede extender a cualquier
nimero de sucesos. Si k sucesos A, ..., Ar son independientes en el sentido de que no
estdn relacionados fisicamente unos con otros, entonces es natural suponer que la probabi-
lidad Pr(A; N --- N Ag) de que los k sucesos ocurran es el producto Pr(A;) - - - Pr(Ag).
Ademas, puesto que los sucesos Ay, ..., A; no estian relacionados, esta regla de producto
deberia cumplirse no sélo para la interseccién de los & sucesos, sino también para la
intersecciéon de dos cualesquiera de ellos, o de tres cualesquiera de ellos o de cualquier
otro nimero de ellos. Estas consideraciones conducen a la siguiente definicién: Los k&
sucesos A,,..., Ay son independientes si para cada subconjunto A;,,...,A;; de estos
sucesos (7 = 2,3,...,k),

Pr(A;, N --- N Ai;) = Pr(A4;)---Pr(4y;).

En particular, para que tres sucesos, A, B y C, sean independientes, deben satisfa-
cerse las cuatro relaciones siguientes:

Pr(AB) = Pr(A) Pr(B),
Pr(AC) = Pr(A) Pr(C), (1)
Pr(BC) = Pr(B) Pr(C)

Pr(ABC) = Pr(A) Pr(B) Pr(C). )

Es posible que se verifique la ecuacién (2), pero que no lo hagan una o més de las
tres relaciones (1). Por otro lado, como se muestra en el siguiente ejemplo, también es
posible que cada una de las tres relaciones (1) se verifiquen, pero no asi la ecuacién (2).

Ejemplo 3: Independencia por pares. Considérese un experimento en el cual el espacio
muestral S contiene cuatro resultados, {s1, s2, s3, s4} y supdngase que la probabilidad de
cada resultado es 1/4. Considérense los sucesos A, B y C definidos como sigue:

A = {s1,s2}, B = {s1,s3} y C = {s1,s4}-
Entonces AB = AC' = BC = ABC = {s;}. Por tanto,
Pr(A) = Pr(B) = Pr(C) = 1/2

Pr(AB) = Pr(AC) = Pr(BC) = Pr(ABC) = 1/4.

Resulta pues que aunque cada una de las tres relaciones (1) se verifica, no se cumple la
ecuacién (2). Estos resultados se pueden resumir diciendo que los sucesos A, B y C son
independientes por pares, pero los tres sucesos no son independientes. <«
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A continuacién se presentan algunos ejemplos que ilustran la potencia y alcance del
concepto de independencia en la solucidn de problemas de probabilidad.

Ejemplo 4: Control de calidad. Supdngase que una maquina produce un articulo defectu-
0s0 con probabilidad p (0 < p < 1) y produce un articulo no defectuoso con probabilidad
g = 1 — p. Supbngase ademdis que se seleccionan aleatoriamente para su control seis de
los articulos producidos por la maquina y que los resultados de control son independientes
para estos seis articulos. Se determinard la probabilidad de que exactamente dos de los
seis articulos sean defectuosos.

Se puede suponer que el espacio muestral S contiene todas las configuraciones posi-
bles de los resultados de control de los seis articulos, cada uno de los cuales puede ser
defectuoso o no defectuoso. Para j = 1,...,6, se definird D; como el suceso de que el
articulo j-ésimo en la muestra sea defectuoso y N; como el suceso de que este articulo
no sea defectuoso. Puesto que los resultados del control de seis articulos distintos son
independientes, la probabilidad de obtener cualquier sucesién concreta de articulos defec-
tuosos y no defectuosos serd simplemente el producto de las probabilidades individuales
de los resultados del control de cada articulo. Por ejemplo, '

Pr(N1 D2N3N4D5N6) = Pl‘(]\’l) Pl‘(Dg) Pl‘(N3) Pl‘(]\’.;) PI‘(Ds) PI'(NG)
= qpqqpq = p°q*.

Es facil ver que la probabilidad de cualquier otra sucesién concreta de S formada
por dos articulos defectuosos y cuatro no defectuosos serd también p?q*. Por tanto, la
probabilidad de que en una muestra de seis articulos haya exactamente dos defectuosos
se puede obtener multiplicando la probabilidad p2q* de cualquier sucesién concreta que
contenga dos defectuosos por el nimero posible de tales sucesiones. Puesto que hay

®) configuraciones distintas de dos articulos defectuosos y cuatro no defectuosos, la

probabilidad de obtener exactamente dos defectuosos es (5)p2g?. <

Ejemplo 5: Obtencién de un articulo defectuoso. Partiendo de las hipé6tesis del ejemplo 4,
se determinara ahora la probabilidad de que al menos uno de los seis articulos de 1a muestra
sea defectuoso.

Puesto que los resultados del control de los diferentes articulos son independientes, la
probabilidad de que los seis articulos sean no defectuosos es ¢®. Por tanto, la probabilidad
de que al menos un articulo sea defectuosoes 1 — q%. <

Ejemplo 6: Lanzamiento de una moneda hasta obtener una cara. Sup6ngase que se
lanza una moneda equilibrada hasta que aparece una cara por primera vez, y supéngase
que los resultados de los lanzamientos son independientes. Se determinara la probabilidad
pn de que se necesiten exactamente n lanzamientos.

La probabilidad deseada es igual a la probabilidad de obtener n — 1 cruces seguidas
y luego obtener una cara en el siguiente lanzamiento. Como los resultados de los lanza-
mientos son independientes, la probabilidad de esta sucesién concreta de n resultados es

Pn = (1/2)"~
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La probabilidad de obtener una cara antes o después (es decir, de no obtener siempre
cruces) es

1 1
ZP=§ it

Puesto que la suma de las probabilidades p,, es 1, resulta que la probabilidad de obtener
una sucesién infinita de cruces sin obtener nunca una cara debe ser 0. <«

= 1.

Q0| k=

Ejemplo 7: Control de articulos de uno en uno. Considérese de nuevo una maquina que
produce un articulo defectuoso con probabilidad p y uno no defectuoso con probabilidad
g = 1 —p. Supdéngase que el control se realiza seleccionando articulos al azar y de uno en
uno hasta obtener exactamente cinco articulos defectuosos. Se determinard la probabilidad
pn de que deban ser seleccionados exactamente n articulos (n > 5) para obtener los cinco
defectuosos.

El quinto articulo defectuoso seré el n-ésimo artlculo controlado si, y s6lo si, hay
exactamente cuatro defectuosos entre lcs primeros n — 1 articulos y el n-ésimo articulo
es defectuoso. Siguiendo un razonamiento anilogo al utilizado en el ejemplo 4, se puede
demostrar que la probabilidad de obtener exactamente 4 articulos defectuosos y n — 5 no
defectuosos entre los primeros n — 1 articulos es (", !)p?q™~5. La probabilidad de que el
n-ésimo articulo sea defectuoso es p. Puesto que el primer suceso se refiere tinicamente
a los resultados del control de los primeros n — 1 articulos y el segundo suceso se refiere
s6lo al resultado del control del n-ésimo articulo, estos dos sucesos son independientes.
Por tanto, la probabilidad de que ambos sucesos ocurran es igual al producto de sus
probabilidades. Resulta por tanto

n—1\ 5 ,_5
pn—( 4 )pq . <

El problema del coleccionista

Supbngase que n bolas se introducen aleatoriamente en » urnas (» < n). Se supondri que
las n bolas se introducen independientemente unas de otras y que la probabilidad de que
una bola concreta sea introducida en una de las » urnas es la misma para todas las urnas.
El problema es determinar la probabilidad p de que cada urna contenga al menos una bola.
Este problema se puede reformular mediante el problema de un coleccionista como sigue:
Supbngase que cada paquete de chicles contiene la fotografia de un jugador de baloncesto;
que se van a utilizar las fotografias de » jugadores distintos; que la probabilidad de que un
paquete de chicles concreto contenga la fotografia de un jugador es la misma para los r
jugadores, y que las fotografias se colocan independientemente en los distintos paquetes.
El problema es ahora determinar la probabilidad p de que una persona que compra n
paquetes de chicle (n > r) consiga la coleccién completa de las r fotografias distintas.
Para:=1,...,r, sea A; el suceso de que la fotografia del jugador « no aparece en
ninguno de los n paquetes. Entonces U]_; A; es el suceso de que falta la fotografia de al
menos un jugador. Se calculard Pr(U;_; A;) aplicando la ecuacién (2) de la seccién 1.10.
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Puesto que las fotografias de cada uno de los r jugadores aparecen con la misma
probabilidad en cualquier paquete concreto, la probabilidad de que la fotografia del ju-
gador 7 no aparezca en un paquete concreto es (r — 1)/r. Como las fotos se colocan
independientemente en los paquetes, la probabilidad de que la fotografia del jugador : no
aparezca en ninguno de los n paquetes es [(r — 1)/7]™. Por tanto,

—1\"
Pr(A,-):(rr > parat=1,...,r

Considérense ahora dos jugadores cualesquiera z y j . La probabilidad de que no
aparezca ni la foto del jugador ¢ ni la del jugador j en un paquete concreto es (r — 2) /7.
Por tanto, la probabilidad de que no aparezca ninguna de las dos fotografias en ninguno
de los n paquetes es [(r — 2)/r]™. Entonces,

Pr(A;A;) = (” — 2)n .

r

Si a continuacién se consideran tres jugadores cualesquiera 7, 7 y &, se tendria que

Pl‘(A,'AjAk) = (1‘ _ 3) .

r

Siguiendo con este razonamiento, se llega finalmente a la probabilidad Pr(A; A, --- A,)
de que falten las fotografias de los » jugadores en los n paquetes. Como es 16gico, esta
probabilidad es 0. Por tanto, por la ecuacién (2) de la seccién 1.10,

(Y a) = () - () () e () ()

Seon() (-4

Puesto que la probabilidad p de obtener un conjunto completo de r fotografias dis-
tintas es igual a 1 — Pr(U}_; A;), se deduce del resultado anterior que p se puede escribir
de la forma

=S () (-8

EJERCICIOS

1. Supdngase que A y B son sucesos independientes, demuéstrese que los sucesos A€
y B¢ son también independientes.
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10.

11.

12.

13.

Supdéngase que A es un suceso tal que Pr(A) = 0 y que B es cualquier otro suceso.
Demuéstrese que A y B son sucesos independientes.

Supéngase que una persona lanza tres veces dos dados equilibrados. Determinese la
probabilidad de que en cada uno de los tres lanzamientos la suma de los dos nimeros
que aparecen sea 7.

. Supdéngase que la probabilidad de que el sistema de control utilizado en una nave

espacial no funcione en un vuelo concreto es 0.001. Supéngase ademas que la nave
también tiene instalado un segundo sistema de control idéntico, pero completamente
independiente del primero, que toma el control cuando el primero falla. Determinese
la probabilidad de que en un vuelo concreto la nave espacial esté bajo control, ya
sea del sistema original o del sistema duplicado.

. Supébngase que una loterfa consta de 10 000 boletos y que otra loteria consta de 5000.

Si una persona compra 100 boletos de cada loteria, ;cudl es la probabilidad de que
gane al menos un primer premio?

Dos estudiantes A y B estan inscritos en un curso. Si el estudiante A asiste a las
clases el 80% de las veces y el estudiante B el 60%, y si las ausencias de los dos
estudiantes son independientes, ;cudl es la probabilidad de que al menos uno de los
dos estudiantes esté en clase un dia concreto?

. Si se lanzan tres dados equilibrados, ;cudl es 1a probabilidad de que los tres nimeros

que aparecen sean iguales?

Considérese un experimento en el cual se lanza una moneda equilibrada hasta que
aparece una cara por primera vez. Si este experimento se repite tres veces, ;cudl es
la probabilidad de que se necesite exactamente el mismo nimero de lanzamientos
para cada una de las tres repeticiones?

. Supébngase que A, B y C' son tres sucesos independientes tales que Pr(A) = %,

Pr(B) =%y Pr(C) = % (a) Determinese la probabilidad de que ninguno de estos
tres sucesos ocurra. (b) Determinese la probabilidad de que ocurra exactamente uno
de estos tres sucesos.

Supdngase que la probabilidad de que una particula emitida por un material radiactivo
penetre en cierto campo es 0.01. Si se emiten diez particulas, ;cudl es la probabilidad
de que exactamente una de ellas penetre en el campo?

Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 10. Si se emiten diez particulas,
;cudl es la probabilidad de que al menos una de ellas penetre en el campo?

Considérense de nuevo las hipdtesis del ejercicio 10. ;Cudntas particulas tienen que
ser emitidas para que la probabilidad de que al menos una particula penetre en el
campo sea al menos 0.8?

En la Serie Mundial de Béisbol, dos equipos .4 y B juegan una serie de partidos uno
contra otro y el primer equipo que gana un total de cuatro partidos es el ganador de
la Serie Mundial. Si la probabilidad de que el equipo A gane un partido contra el
equipo B es % ;cudl es la probabilidad de que el equipo A gane la Serie Mundial?
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14. Dos chicos A y B lanzan una pelota a un blanco. Supdngase que la probabilidad
de que el chico A dé en el blanco es % y que la probabilidad de que el chico B dé
en el blanco es ;11-. Supéngase también que el chico A lanza primero y que los dos
chicos se van turnando para lanzar. Determinese la probabilidad de que el primer

lanzamiento que dé en el blanco sea el tercero del chico A.

15. Con las hip6tesis del ejercicio 14, determinese la probabilidad de que el chico A dé
en el blanco antes de que lo haga el chico B.

16. Una urna contiene 20 bolas rojas, 30 blancas y 50 azules. Supdngase que se se-
leccionan 10 bolas al azar de una en una, con reemplazamiento; es decir, cada bola
extraida se devuelve a la urna antes de realizar la siguiente extraccién. Determinese
la probabilidad de que al menos un color no haya sido extraido.

17. Supdngase que A;, ..., A; es una sucesion de k sucesos independientes. Considérese
otra sucesién By, ..., By de k sucesos tales que para cada valorde j (j = 1,...,k)
se tiene que B; = A; o B; = A;T. Demuéstrese que B,,...,B; son siempre
sucesos independientes. Sugerencia: Utilicese un argumento de induccidn basado en

el nimero de sucesos B; para los cuales B; = Aj.

1.12 TRAMPAS ESTADISTICAS

Utilizacidon engafiosa de la estadistica

Mucha gente tiene un concepto muy pobre sobre el area de la estadistica debido a que
existe una creencia muy difundida de que tanto los datos como su anilisis estadistico
pueden ser facilmente manipulados de un modo acientifico y poco ético para demostrar
que una conclusién o un punto de vista particular son correctos. Todos hemos oido decir
que “existen mentiras, condenadas mentiras y estadisticas” (frase que se atribuye a Mark
Twain) y que “se puede demostrar cualquier cosa con estadisticas”.

Una ventaja de estudiar probabilidad y estadistica es que los conocimientos que
se adquieren permiten analizar los argumentos estadisticos que aparecen en periddicos,
revistas 0 en cualquier otro lado. Eso permite juzgar el valor de estos argumentos, en
lugar de aceptarlos ciegamente. En esta seccion se describen dos procedimientos que han
sido utilizados para inducir a los consumidores a enviar dinero a cambio de ciertos tipos
de informacién. Aunque ninguno de estos procedimientos es de naturaleza estrictamente
estadistica, ambos estin muy relacionados con las ideas probabilisticas.

Predicciones perfectas

Supdéngase que un lunes por la mafiana se recibe en el correo una carta enviada por
una firma comercial que no resulta familiar, afirmando que vende predicciones acerca
del mercado de valores a precios muy altos. Para demostrar su habilidad predice que
determinado valor o cartera de valores subird durante la proxima semana. No se contesta
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a esta carta, pero se observa el mercado de valores durante la semana y se comprueba
que la prediccién era correcta. El lunes siguiente por la mafiana se recibe otra carta de la
misma forma conteniendo otra prediccion, esta vez diciendo que determinado valor bajara
durante la pr6xima semana. La prediccién resulta correcta de nuevo.

Esto se repite durante siete semanas. Cada lunes por la mafana se recibe una pre-
diccién de la firma por correo, y cada una de estas siete predicciones resulta ser correcta.
El octavo lunes por la mafana se recibe otra carta de la firma. Esta carta dice que por un
precio alto enviard otra prediccién, segin la cual presumiblemente se puede ganar gran
cantidad de dinero en el mercado de valores. ;Cémo se deberia responder a esta carta?

Puesto que la firma ha hecho siete predicciones consecutivas correctas, parece que
deberia tener alguna informacién especial acerca del mercado de valores y que no estd
simpiemente adivinando. Después de todo, la probabilidad de adivinar correctamente
los resultados de siete lanzamientos consecutivos de una moneda equilibrada es sélo
(1/2)7 = 0.008. Por tanto, si la firma solamente tuviera probabilidad 1/2 de hacer una
prediccién correcta cada semana, y si los resultados de predicciones consecutivas fueran
independientes, entonces la firma tendria una probabilidad menor que 0.01 de acertar
durante siete semanas consecutivas.

La falacia estriba en que se puede haber visto s6lo un nimero relativamente pequefio
de las predicciones que la firma hizo durante el periodo de siete semanas. Supdngase,
por ejemplo, que la firma empez6 el proceso completo con una lista de 27 = 128 clientes
potenciales. En el primer lunes la firma podria enviar la prediccién de que un valor
concreto subird a la mitad de estos clientes y enviar la prediccién de que el mismo valor
bajard a la otra mitad. El segundo lunes la firma podria continuar escribiendo a los 64
clientes para los que la primera prediccién resultd correcta. De nuevo podria enviar una
prediccién a la mitad de estos 64 clientés y la prediccién contraria a la otra mitad. Al
final de las siete semanas, la firma (que generalmente se compone de una sola persona y
una mdquina de escribir) debe tener necesariamente un cliente (y sSlo un cliente) para el
que las siete predicciones fueron correctas.

Continuando este procedimiento con varios grupos distintos de 128 clientes, y em-
pezando nuevos grupos cada semana, la firma puede ser capaz de generar suficientes
respuestas positivas como para generar beneficios importantes.

Ganadores garantizados

Existe otro procedimiento que estd parcialmente relacionado con el que se acaba de des-
cribir, pero que debido a su sencillez es ain més elegante. En este procedimiento, una
firma comercial ofrece que por un precio {ijo, generalmente entre 10 y 20 délares, enviara
al cliente su prediccién sobre el ganador de cualquier encuentro interesante de béisbol,
fatbol, boxeo o cualquier otro acontecimiento deportivo que el cliente pueda especificar.
Ademés, la firma ofrece la devolucion del dinero como garantia de que su prediccién
sera correcta; esto es, si el equipo o persona designada como ganador en la prediccién no
resulta ser realmente el ganador, la firma devolvera todo el dinero al cliente.

(Cémo se deberia reaccionar ante tal ofrecimiento? A primera vista, parece que la
firma deberia tener conocimientos especiales acerca de estos acontecimientos deportivos,



1.13 Ejercicios complementarios 51

porque de otra forma no podria proporcionar una garantia de sus predicciones. Sin em-
bargo, una reflexi6n més profunda revela que la firma, simplemente, no puede perder,
debido a que sus unicos gastos son los destinados a publicidad y franqueo. En efecto,
cuando se utiliza este procedimiento, la firma retiene el dinero del cliente hasta que se
ha decidido el ganador. Si la prediccion fue correcta la firma se quedaré con la cuota; en
otro caso, simplemente devolver4 el dinero al cliente.

Por otro lado, el cliente puede perder facilmente. Seguramente compra la prediccién
a la firma porque desea apostar en el acontecimiento deportive. Si la prediccién resulta
ser equivocada, el cliente no tendrd que pagar nada a la firma, pero habra perdido todo el
dinero que haya apostado al supuesto ganador.

Por tanto, cuando hay “ganadores garantizados”, 10 dnico garantizado es la ganancia
de la firma. De hecho, la firma sabe que se quedari con el dinero de todos los clientes
para los cuales la prediccion fue correcta.

Si la firma restringe sus predicciones a un solo partido de fitbol, realmente puede
ofrecer devolver incluso més de lo que el cliente pagé. Si la prediccién del ganador no
es correcta la firma devolvera al cliente lo que pagé més la mitad de ese dinero, y ain asi
tendrd garantizado un beneficio. En este caso, la firma simplemente enviard a la mitad
de sus clientes la prediccién de que un equipo concreto serd el ganador y enviari a la
otra mitad la prediccién de que el otro equipo serd el ganador. Con independencia del
equipo que gane, la firma devolver4 a los perdedores sus cuotas mds la mitad de las cuotas
cobradas a los ganadores, pero retendra la otra mitad de las cuotas de los ganadores.

1.13 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. Supéngase que se lanza repetidamente una moneda equilibrada hasta que una cara
y una cruz hayan aparecido al menos una vez. (a) Describase el espacio muestral
de este experimento. (b) ;Cuil es la probabilidad de necesitar tres lanzamientos
exactamente? :

2. Supbngase que se lanza una moneda siete veces. Sea A el suceso de obtener una
cara en el primer lanzamiento y sea B el suceso-de obtener una cara en el quinto
lanzamiento. ;Son disjuntos los sucesos A y B?

3. Supéngase que los sucesos A y B son disjuntos y que cada uno tiene probabilidad
positiva. ;Son independientes A y B?

4. (a) Supdngase que los sucesos A y B son disjuntos. ;En qué condiciones son
disjuntos A€ y B¢? (b) Supéngase que los sucesos A y B son independientes. ;En
qué condiciones son independientes A€y B€¢?

5. Si A, B y D son tres sucesos tales que Pr(A U B U D) = 0.7, ;cudl es el valor
de Pr(A° N B¢ N D°)?

6. Supéngase que A,B y C son tres sucesos tales que A y B son disjuntos, que A4
y C son independientes y que B y C' son independientes. Supdngase, ademaés, que
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4Pr(A) =2Pr(B) = Pr(C) >0y Pr(A U B U C) = 5Pr(A). Determinese el
valor de Pr(A). ’ ‘

. Supéngase que se cargan dos dados de forma que al lanzar cualquiera de ellos la
probabilidad de que el nimero k aparezcaes 0.1 parak =1,2,5 6 6 y es 0.3 para
k = 3 6 4. Si se lanzan esos dos dados, ;cudl es la probabilidad de que 1a suma de
los dos nimeros que aparecen sea 77

. Supéngase que la probabilidad de ganar cierto juego es 1/50. Si se juega 50 veces,
independientemente, ;cudl es la probabilidad de ganar al menos una vez?

. Supéngase que una zona electoral tiene 350 votantes, de los cuales 250 son demé-
cratas y 100 son republicanos. Si se seleccionan aleatoriamente 30 votantes de la
zona, ;cudl es la probabilidad de que se seleccionen exactamente 18 demdcratas?

Tres estudiantes A, B y C estédn inscritos en la misma clase. Supéngase que A asiste
a clase el 30% de las veces, B asiste el 50% y C asiste el 80%. Si estos estudiantes
asisten a clase independientemente uno de otro, ;cuil es (a) la probabilidad de que
al menos uno de ellos esté en clase un dia concreto, y (b) la probabilidad de que
exactamente uno de ellos esté en clase un dia concreto?

Supdngase que se lanza tres veces un dado equil_ibrqdo,. y sea X; el nimero que
aparece en el 7-ésimo lanzamiento (7 = 1, 2, 3). Evaliese Pr(X; > X2 > X3).

Considérese la Serie Mundial de Béisbol, descrita ya en el ejercicio 13 de la sec-
cién 1.11. Si existe una probabilidad p de que el equipo A gane cualquier partido,
;cudl es la probabilidad de que sea necesario jugar siete partidos para determinar el
ganador de la Serie?

Supdngase que en una baraja de 20 cartas cada una tiene uno de los nimeros 1, 2,
3,4 6 5y hay 4 cartas de cada uno de los nimeros. Si se seleccionan 10 cartas de
la baraja al azar y sin reemplazamiento, ;cudl es la probabilidad de que cada uno de
los nimeros 1, 2, 3, 4 y 5 aparezca exactamente dos veces?

Supéngase que tres bolas rojas y tres blancas se introducen aleatoria e independien-
temente en tres urnas. ;Cudl es la probabilidad de que cada urna contenga una bola
roja y una blanca?

Si se introducen aleatoria e independientemente cinco bolas en n urnas, ;cuil es la
probabilidad de que ninguna urna tenga mas de dos bolas?

Los boletos de autobis de una ciudad tienen cuatro ndmeros, U, V, W y X. Es
igualmente probable que cada uno de estos nimeros sea cualquiera de los diez digitos
0,1, ...,9 y los cuatro nimeros se seleccionan independientemente. Se dice que un
pasajero tiene buena suerte si U + V = W 4+ X. ;Qué proporcién de pasajeros tiene
buena suerte?

Supdéngase que una urna contiene » bolas rojas y b blancas. Supdngase también
que las bolas se extraen de la urna de una en una, al azar y sin reemplazamiento.
(a) ;Cudl es la probabilidad de que las » bolas rojas se extraigan antes de extraer
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- una bola blanca? (b) ;Cudl es la.probabilidad de que las r bolas rojas se extraigan

antes de extraer dos bolas blancas?

Supbéngase que una urna contiene r bolas rojas, b blancas y a azules. Supdngase
también que las bolas se extraen de la urna de una en una, al azar y sin reemplaza-
miento. ;Cuél es la probabilidad de que las r bolas rojas se extraigan antes de extraer
una bola blanca? ’

Supéngase que 10 tarjetas, de las .cuales 7 son rojas y 3 son verdes, se introducen
al azar en 10 sobres, de los cuales 7 son rojos y 3 son verdes, de forma que cada
sobre contenga una tarjeta. Determinese la probabilidad de que exactamente k sobres
contengan una tarjeta de su mismo color (k = 0,1, ...,10).

Supdngase que 10 tarjetas, de las cuales 5 son rojas y 5 son verdes, se introducen
al azar en 10 sobres, de los cuales 7 son rojos y 3 son verdes, de forma que cada
sobre contenga una tarjeta. Determinese 12 probabilidad de que exactamente k£ sobres
contengan una tarjeta de su mismo color (k =0,1,...,10).

Cierto grupo tiene ocho miembros. En enero, se seleccionan tres miembros aleato-
riamente para colaborar en un comité. En febrero, se seleccionan cuatro miembros
aleatoria e independientemente de la primera seleccién para colaborar en otro comité,
En marzo, se seleccionan cinco miembros aleatoria e independientemente de las dos
selecciones previas para colaborar en un tercer comité. Determinese la probabilidad
de que cada uno de los ocho miembros colabore al menos en uno de los tres comités.

Segiin las hipétesis del ejercicio 21, determinese la probabilidad de que dos miembros
concretos A y B colaboren juntos al menos en uno de los tres comités.

Supdngase que dos jugadores, A y B, se turnan para lanzar un par de-dados equilibra-
dos y que el ganador es el primer jugador que obtenga la suma 7 en un lanzamiento
de los dos dados. Si A lanza en primer lugar, ;cudl es la probabilidad de que B
gane?

Tres jugadores A, B y C se turnan para lanzar una moneda equilibrada. Sup6ngase
que A lanza la moneda en primer lugar, B en segundo lugar y C en tercer lugar, y
el ciclo se repite indefinidamente hasta que alguno gana por ser el primer jugador
que obtiene una cara. Determinese la probabilidad de ganar de cada uno de los tres
jugadores.

Sean A;, A, y Az tres sucesos arbitrarios. Demuéstrese que la probabilidad de que
ocurra exactamente uno de estos tres sucesos es

Pr(Ai) + Pr(Az2) + Pr(As)—
-2 Pl'(AlAg) -2 PI‘(AIA;;/ -2 PI‘(A2A3)+

-+ 3 Pr(AlAgAa).
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26. Sean Ai,...,An n sucesos arbitrarios. Demuéstrese que la probabilidad de que
ocurra exactamente uno de estos n sucesos es ' :

n : .
S Pr(A:)—2) ) Pr(Aid;))+3 Y Pr(A:AjAr)—
i=1 i<y i<i<k

— e (=)™ Pr(A14s - Ap).




Probabilidad
condicional

2.1 DEFINICION DE PROBABILIDAD CONDICIONAL

Supbngase que se realiza un experimento cuyo espacio muestral de resultados es S y
también que se han especificado las probabilidades para todos los sucesos de S. Se
estudiari ahora la forma en que cambia la probabilidad de un suceso A cuando se sabe que
otro suceso B ha ocurrido. Esta nueva probabilidad de A se denomina la probabilidad
condicional del suceso A dado que el suceso B ha ocurrido. La notacién para esta
probabilidad condicional es Pr(A|B). Por conveniencia, esta notacién se lee simplemente
como la probabilidad condicional de A dado B.

Si se sabe que el suceso B ha ocurrido, entonces se sabe que el resultado del ex-
perimento es uno de los incluidos en B. Por tanto, para evaluar la probabilidad de que
A ocurra, se debe considerar el conjunto de los resultados incluidos en B que también
implican la ocurrencia de A. Como se representa en la figura 2.1, este conjunto es pre-
cisamente el conjunto AB. Resulta, por tanto, natural definir la probabilidad condicional
Pr(A|B) como la proporcién de la probabilidad total Pr(B) representada por la probabi-
lidad Pr(AB). Estas consideraciones conducen a la siguiente definicién: Si A y B son
dos sucesos cualesquiera tales que Pr(B) > 0, entonces,

Pr(AB)

Pr(AlB) = 575

La probabilidad condicional Pr(A|B) no esta definida si Pr(B) = 0.

La probabilidad condicional Pr( A|B) tiene una interpretacién sencilla desde el punto
de vista de la interpretacién frecuencialista de la probabilidad presentada en la seccién 1.2.
En efecto, de acuerdo con esa interpretacion, si un proceso experimental se repite un

55
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numero grande de veces, entonces la proporcién de repeuelones en las cuales el suceso B
ocurre es aproximadamente Pr(B) y la proporcién de repeticiones en las cuales el suceso
A Cel-;_suceso B ocurren es aproximadamente Pr(AB) Por tanto, entre las repeticiones
en.qug fel suceso B ocurre, la proporcién de repeuclones en que tamblén ocurre e1 suceso
Aes aproxunadamente igual a = S

Pr(AB)

Pr(AlB) = 5.5y

Figura 2.1 Los resultados en B que también pertenecen al suceso. A.

Ejemplo 1: Lanzamiento de dados. Supdngase que se han lanzado dos dados y -que
se ha observado que la suma T de los dos nimeros hasido impar. Se determinard la
probabilidad de que 7" haya sido.menor.que 8.

Si se define A como el suceso de que 7' < 8 y B como el suceso de que 7" es 1mpar
entonces AB es el suceso de que T" es 3, 5 6 7. A partir de las probabilidades obtenidas
al final de la secci6én 1.6 para :los resultados del lanzamiento de ‘dos dados, se calcula
Pr(AB) y Pr(B) como sigue:

2 4 6 12 1
P T I B
Pr(AB)=m+ et 55 =353

2 4 6 4 2 18 1
Pr(B)=35+35 736 736 736 36 2
Por tanto,
_ __ Pr(AB) 2
Pr(A|B) = Pr(B) 3 <

Ejemplo 2: Lanzamientos sucesivos de dados. Sup6ngase que se lanzan dos dados repeti-
damente y que en cada lanzamiento se observa la suma 7" de los dos nimeros. Se deter-

minar4 la probabilidad p de que el valor de T' = 7 sea observado antes de que se observe
el valor 7' = 8.
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La probabilidad deseada p se podria calcular directamente como sigue: Se -podria
- suponer que el espacio muestral S contiene todas las sucesiones de resultados que terminan
‘tan pronto como se obtenga la sima T' = 7 o la suma T = 8. Entonces se podria calcular
‘la suma de las probabllldades de todas las sucesiones que terminan cuando se obtiene el
valorT = T.

"~ Sin embargo, hay una forma mas sencilla de resolver este problema. Se puede
considerar el experimento simple consistente en el lanzamiento de dos dados. Si se repite
‘el experimento hasta que se obtenga la suma 7' = 7 o la suma 7 = 8, los resultados
del experimento quedan asi reducidos a uno de estos dos valores. Consecuentemente,
el problema se puede reformular como sigue: Dado que el resultado del experimento es
T =7 o T = 8, determinese la probabilidad p de que el resultado sea realmente 7" = 7.

Si se define A como el suceso de que 7' = 7 y B como el suceso de que el valor de
T sea7u8, entonces AB=Ay

Pr(AB) _ Pr(A)

p=Pr(AlB) = 55" = pE)

Utilizando los resultados obtenidos en el ejemplo 3 de la seccién 1.6, Pr(A) = 6/36 y
Pr(B) = (6/36) + (5/36) = 11/36. Por tanto, p = 6/11. « :

Probabilidad condicional para sucesos independientes

Si dos sucesos A y B son independientes, entonces Pr(AB) = Pr(A) Pr(B). Por tanto,
si Pr(B) < 0, de la definicién de probabilidad condicional resulta que '

Pr(A) Pr(B) -

Pr(B) = Pr(4).

" Pr(A]B) =

En otras palabras, si dos sucesos A y B son independientes, entonces la probabilidad
condicional de A cuando se sabe que B ha ocurrido es la misma que la probabilidad
incondicional de A cuando no se dispone de informacién sobre B. El resultado reciproco
- también es cierto. Si Pr(AlB) PI(A) entonces los sucesos A y B deben ser 1ndepen-
dientes.

Anilogamente, si A'y B son dos sucesos mdepend1entes y si Pr(A) < 0, entonces
Pr(B|A) = Pr(B). A la inversa, si Pr(B|A), entonces los sucesos A y B son indepen-
dientes. Estas propiédades de probabilidades condicionales para sucesos independientes
refuerzan las interpretaciones del concepto de independencia (véase Cap.1).

Ley multiplicativa para probabilidades condicionales

En un experimento que involucra dos sucesos A y B que no son independientes, a menudo
es conveniente calcular la probabilidad Pr(AB) de que ambos sucesos ocurran utilizando
una de las dos ecuaciones siguientes:

Pr(AB) = Pr(B) Pr(A|B)
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Pr(AB) = Pr(A) Pr(B|A). -

Ejemplo 3: Seleccién de dos bolas. Sup6ngase que se van a extraer dos bolas aleato-
riamente y sin reemplazamiento, de una urna que contiene r bolas rojas y b azules. Se
determinar4 la probabilidad p de que la primera bola sea roja y la segunda sea azul.

Sea A el suceso de que la primera bola sea roja y sea B el suceso de que la segunda
sea azul. Obviamente, Pr(A) = r/(r + b). Ademis, si el suceso A ha ocurrido, entonces
se ha obtenido una bola roja de la urna en la primera extraccién. Por tanto, 1a probabilidad
de obtener una bola azul en la segunda extraccién sera

b
Pr(BlA) = =1
Resulta que
b
Pr(AB) = — a

r+b r+b—1

El principio que se acaba de aplicar se puede extender a cualquier nimero finito de
sucesos, como se afirma en el siguiente teorema:

Teorema 1. Supbngase que A,, A, ..., A, son sucesos que -veriﬁcan la condicién
Pr(A1Az---Ap—1) > 0. Entonces,

Pr(A1A2 v .An) = Pl‘(Al) PI’(Az |A1) s PI‘(A,, |A1A2 . 'An—l)- (1)

Demostracién: El producto de probabilidades en la parte derecha de Fa ecuacién (1) es
igual a

Pr(AlAz) . PI(A1A2A3) . Pr(A1 A2 v An)

Prid) —r(Ay)  Pr(Aids)  Pr(Aids- An1)

Puesto que Pr(A;As - - - An—1) > 0, cada uno de los denominadores de este produéto debe
ser positivo. Todos los términos del producto se cancelan excepto el iiltimo numerador
Pr(A; A, --- A,), que precisamente es la parte izquierda de la ecuacién (1). <

Ejemplo 4: Seleccién de cuatro bolas. Sup6ngase que se extraen cuatro bolas de una en
una, sin reemplazamiento, de una caja que contiene r bolas rojas y b azules (r > 2,b > 2).
Se determinaré la probabilidad de obtener la sucesién de resultados rojo, azul, rojo, azul.

Si se denota R; como el suceso de obtener una bola roja en la j-ésima extraccién
y B; como el suceso de obtener una bola azul en la j-ésima extraccién (j = 1,...,4),
entonces

PI‘(RI BQR;;B4) = PI‘(Rl) PI‘(leRl) PI‘(R3|R1 Bz) PI‘(B4|R1 BzR3)
r b r—1 b—-1

“r+b r+b-1 r+b6-2 r+o-3  °




2.1 Definicién de probabilidad condicional 59

Juego de dados

Se concluye esta seccidén discutiendo un juego de apuestas popular llamado dados. Una
versién de este juego es como sigue: Un jugador lanza dos dados y se observa la suma de
los dos niimeros que aparecen. Si la suma del primer lanzamiento es 7 u 11, el jugador
gana. Si la suma del primer lanzamiento es 2, 3 § 12, el jugador pierde. Si la suma del
primer lanzamiento es 4, 5, 6, 8, 9 6 10, entonces se lanzan los dos dados una y otra vez
hasta que la suma sea 7 o el valor original. Si el valor original se obtiene por segunda
vez antes de obtener el 7, entonces el jugador gana. Si se obtiene la suma 7 antes de
obtener el valor original por segunda vez, entonces el jugador pierde.

Se calculard ahora la probabilidad P de que el jugador gane. La probabilidad =y de
que la suma del primer lanzamiento sea 7 u 11 es

6 2 8 2

M =363 36 0

Si la suma obtenida en el primer lanzamiento es 4, la probabilidad ¢4 de que el
jugador gane es igual a la probabilidad condicional de que 1a suma 4 se obtenga de nuevo
antes de obtener la suma 7. Como se explicé en el ejemplo 2, esta probabilidad es la
misma que la probabilidad de obtener 1a suma 4 cuando el resultado se reduce a 4 6 7.
Por tanto, -

_ (3/36) _1
74 = 3/36) + (6/36) 3

Puesto que la probabilidad ps de obtener la suma 4 en el primer lanzamiento es ps =
= 3/36 = 1/12, resulta que la probabilidad 74 de obtener la suma 4 en el primer
lanzamiento y ganar entonces €l juego es

1 1 1
7r4=p4q4=i§.§=§€.,

Anédlogamente, la probabilidad p;o de obtener 1la suma 10 en el primer lanzamiento
es pio = 1/12 y la probabilidad ¢;0 de ganar el juego cuando se ha obtenido la suma 10
en el primer lanzamiento es ¢q;0 = 1/3. Por tanto, la probabilidad =y de obtener la suma
10 en el primer lanzamiento y entonces ganar el juego es

Tio = P1o910 = 5o "o — oa°

Los valores de p;, ¢; y 7; para ¢ = 5, 6, 8 y 9 se pueden definir del mismo modo,
obteniendose los valores

4 4/36 2
5= Ps45 = 35" (4/36) + (6/36) _ 45
2
T = P9 = ¢

45
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5 5/36 25
M6 = Peds = 36" (5/36) + (6/36) _ 396

25

Ty = Psqds = 396

Puesto que la probablhdad P de que el Jugador gane de alguna manera es la suma
de las probabilidades que se acaban de calcular, se. obtiene

P = mg+ (ma+ o) + (75 + 7o) + (76 +‘7rs)"‘ "

2 1 2 25 244
—§+2 -3—6~+2 45+2 396 — 495 = 0.493.

Convenientemente, la probabilidad de ganar en este _|uego de dados es ligeramente menor
que 1/2.

EJERCICIOS

1. Si A y B son sucesos disjuntos y Pr(B) > 0, ;cudl es el valor de Pr(A|B)?

2. Si S es el espacio muestral de un expenmento y A es cualquier suceso de ese espacio,
- ;cudl es el valor de Pr(A|S)? :

3. Si Ay B son sucesos independientes y Prv(‘B)l < 1, jcudl es el valor de Pr(A¢|B)?

4. Una urna contiene » bolas rojas y b azules. Se extrae una bola al azar y se observa

el color. Se devuelve la bola a la urna introduciéndose también k bolas adicionales

~ del mismo color. Se extrae aleatoriamente una segunda bola, se observa el color y

se devuelve a la urna junto con k bolas adicionales del mismo color. Cada vez que

. se extrae una bola, se repite este proceso. Si se extraen cuatro bolas, ;cudl es la
probabilidad de que las tres primeras bolas sean rojas, y la cuarta, azul?

5. Cada vez que un cliente compra un tubo de pasta de dientes, elige la marca A o la
marca 3. Supdngase que en cada compra después de la primera, la probabilidad de
que elija la misma marca que escogié en la compra anterior es 1/3 y que la probabi-
lidad de que cambie de marca es 2/3. Si es igualmente verosimil que en su primera
compra elija la marca 4 o la marca B, ;cudl es la probabilidad de que la primera y
segunda compras sean de la marca A, y la tercera y cuarta, de la marca B?

6. Una urna contiene tres cartas. Una carta es roja por ambos lados, otra es verde por
ambos lados y la ultima es roja por un lado y verde por el otro. Se extrae al azar
una carta de la urna y se observa el color de uno de sus lados. Si este lado es verde,
;cudl es la probabilidad de que el otro sea también verde?



10.

11.

12.

13.
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. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 6 de la seccién 1.11. Dos es-

tudiantes A y B se inscriben en un curso determinado. El estudiante A asiste a
clases el 80% de las veces, el estudiante B asiste a clases el 60% y las ausencias de
ambos estudiantes son independientes. Si un dia determinado al menos uno de los
dos estudiantes estd en clase, ;cudl es la probabilidad de que A esté€ en clase ese dia?

. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 1 de la seccién 1.10. Si una

familia seleccionada al azar est4 suscrita al periédico A, ;jcudl es la probabilidad de
que esa familia esté también suscrita al periédico B?

. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 1 de la seccién 1.10. Si una

familia seleccionada al azar estd suscrita al menos a uno de los tres periédicos A, B
y C, icudl es la probabilidad de que la familia esté suscrita al periédico A?

Supdngase que una.urna contiene una carta azul y cuatro cartas rojas, A, B, C'y D.

-Supdngase también que dos de estas cinco cartas se extraen al azar sin reemplaza-

miento.

(a) Si se sabe que se ha extraido la carta A, jcudl es la probabilidad de que ambas -
cartas sean rojas?

(b) Si se sabe que se ha extraido una carta roja, ;jcudl es la probabilidad de que
ambas cartas sean rojas?

La probabilidad de que cualquier nifio de una familia determinada tenga ojos azules es
1/4, y esta caracteristica es heredada por cada nifio de la familia independientemente
de los demas. Si hay cinco nifios en la familia y se sabe que al menos uno de estos
nifios tiene ojos azules, ;jcudl es la probabilidad de que al menos tres de los nifios
tengan ojos azules?

Considérese la familia de cinco nifios descrita en el ejercicio 11.

(a) Si se sabe que el nifo mas peqﬁéﬂo de la familia tiene los ojos azules, ;cudl es
la probabilidad de que al menos tres de los nifios tengan ojos azules?

(b) Expliquese por qué la respuesta de la parte (a) es diferente de la respuesta del
ejercicio 11.

Considérese la siguiente version del juego de dados: El jugador lanza dos dados. Si
la suma en el primer lanzamiento es 7 u 11, el jugador gana el juego. Si la suma en
el primer lanzamiento es 2, 3 6 12, el jugador pierde. Sin embargo, si la suma en el
primer lanzamiento es 4, 5, 6, 8, 9 6 10, entonces se lanzan los dos dados una y otra
vez hasta que la suma sea 7, 11 o el valor original. Si el valor original se obtiere
por segunda vez antes de obtener 7 u 11, entonces el jugador gana. Si se obtiene
un total de 7 o de 11 antes de obtener el valor original por segunda vez, entonces el
jugador pierde. Determinese la probabilidad de que el jugador gane este juego.
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2.2 TEOREMA DE BAYES

Probabilidad y particiones

Sea S el espacio muestral de un experimento y considérense k sucesos A;,..., Ax de
S de forma que A;,..., A sean disjuntos y UX_, A; = S. Se dice que estos sucesos
constituyen una partzczon de S.

Si los k sucesos A;, ..., A constituyen una partlcnén de S y si B es cualquier otro
suceso en S, entonces los sucesos A1 B, A B, ..., Ax B constituyen una particién de B,
como se ilustra en la figura 2.2. Por tanto, se puede escribir

— (A1B) U (A2B) U---U (A4B).

Ademis, puesto que k sucesos del lado derecho de esta ecuaciéh son disjuntos,
) .
Pr(B) = > P1(4;B).
i=1

Finalmente, si Pr(4;) > 0 para j = 1,...,k, entonces Pr(4;B) = Pr(4;) Pr(B|A;) y
resulta que D

k
Pr(B) = >  Pr(4;)Pr(B|4;).

i=1

Figura 2.2 Las intersecciones de B con los sucesos A;,..., As de una particién.

En resumen, se ha obtenido el resultado siguiente: Sup6ngase que los sucesos A,,.. .,
A forman una particién del espacio S y que Pr(A4;) > 0 para j = 1,..., k. Entonces,
para cualquier suceso B de S,

k

Pr(B) = > Pr(4;) Pr(B|4;).

i=1
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Ejemplo 1: Seleccion de cerrojos. Dos cajas contienen cerrojos grandes y cerrojos
pequenos. Supongamos que una caja contiene 60 cerrojos grandes y 40 pequeiios y
que la otra caja contiene 10 grandes y 20 pequefios. SupGngase también que se selecciona
una caja al azar y que se extrae un cerrojo aleatoriamente de la misma. Se determinard
la probabilidad de que este cerrojo sea grande.

Sea A; el suceso de que se seleccione la primera caja; sea A2 el suceso de que se
seleccione la segunda caja y sea B el suceso de que se seleccione un cerrojo grande.
Entonces

'Pr.(B) = Pr(A1) Pr(B|41) + Pr(42) Pr(B|A4;).

Puesto que se selecciona una caja al azar, se sabe que Pr(A4;) = Pr(4;) = 1/2.
Ademis, la probabilidad de seleccionar un cerrojo grande de la primera caja viene dada
por Pr(B|A;),= 60/100 = 3/5 y la probabilidad de seleccionar un cerrojo grande de la
segunda caja es Pr(B|A2) = 10/30 = 1/3. Por tanto,

1 7
+ —.

1

G w

Ejemplo 2: Obtencién de una calificacién alta. Supéngase que en un juego una persona
puede obtener como puntuacién uno de los 50 nimeros 1,2,...,50 y que todos estos
nimeros son puntuaciones igualmente verosimiles. La primera vez que juega, su pun-
tuacién es X. Entonces continua jugando hasta que obtiene otra puntuacién Y tal que
Y > X. Se puede suponer que todos los juegos son independientes. Se determinari la
probabilidad de que Y sea 50.

Dado cualquner valor z de X, el valor de Y puede ser cualquiera de los nimeros
z,z + 1,...,50. Puesto que estos (51 — :c) valores posibles de Y son igualmente
verosfmlles, resulta que

1
51 — =z

Pr(Y =50|X ==2) =

Ademais, como la probabilidad de que cada uno de los 50 valores posibles de X es 1/50,
resulta que

=]

e N S | 1 1 1
273 50

Pr(Y =50)=» = o=t 1+—+—+--~+—) =0.0900. <«
r=1

Enunciado y demostracion del teorema de Bayes

Ahora se puede establecer el siguiente resultado, que es conocido como teorema de Bayes:
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Teorema de Bayes. Supdngase que los sucesos Ay, . .., Ay constituyen una particion
del espacio S tal que Pr(A;) > O'para j = 1,...,k y sea B cualquier suceso tal
que Pr(B) > 0. Entonces, parai=1,...,k, - o

oy Pr(A)Pr(BlA) o
PI'(Ale) — Z;c:l Pr(AJ) Pr(BlAJ)

@y

Demostracion. Por la definicién de probabilidad condicional,
Pr (A, B )
Pr(B)

El numerador de la parte derecha de la ecuacién (1) es 1gua1 a Pr(A;B) y el denominador
es igual a Pr(B). <

Pl‘(A,lB) =

El teorema de Bayes proporciona una regla sencilla para calcular la probabilidad
condicional de cada suceso A; dado B a partir de las probabilidades condicionales de B
dado cada uno de los sucesos A; y la probabilidad incondicional de cada A;.

Ejemplo 3: Identificacién del origen de un articulo defectuoso. Para’la fabricacién de un
gran lote de articulos similares se utilizaron tres maquinas M;, M, y M3. Sup6ngase que
el 20% de los articulos fueron fabricados por la méquina Af;, el 30% por la miquina M,
y el 50% por la miquina Mj3. Supéngase ademds que el 1% de los articulos fabricados
por la miquina M, son defectusos, que el 2%. de los articulos fabricados por la méquma
M, son defectuosos y que el 3% de los articulos fabricados por la miquina M3 son
defectuosos. Por dltimo, supdngase que se selecciona al azar uno de los articulos del lote
y que resulta ser defectuoso. Se determinard la probabilidad de que este articulo haya
sido fabricado por la miquina M.

Sea A; el suceso de que el articulo seleccionado haya sido fabricado por la mdquina
M; (i = 1,2,3) y sea B el suceso de que el articulo seleccionado sea defectuoso. Hay
que calcular la probabilidad condicional Pr(A,|B). ' ' '

La probabilidad Pr(A;) de que un articulo seleccionado al azar haya sido producido
por la miquina M; es, para: = 1,2, 3:

Pr(A;) = 0.2, Pr(A;) = 0.3, Pr(As) = 0.5.
Ademads la probébilidad Pr(B|A;) de que un articulo producido por la maquina M; sea
defectuoso es:

Pr(B|A1) = 0.01, Pr(B|A2) = 0.02, Pr(B|As) = 0.03.

Del teorema de Bayes resulta que
Pr(Az) Pr(B|A
Pr(As]B) = —itA2) Pr(BlAs)
>_i=1 Pr(4;) Pr(B|4;)
_ (0.3)(0.02)
~ (0.2)(0.01) + (0.3)(0.02) + (0.5)(0.03)

= 0.26. <
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Probabilidades inicial y final

En el ejemplo 3, una probabilidad como Pr(Ajy) se denomina usualmente probabilidad
inicial de que el articulo seleccionado haya sido producido por la miquina M-, debido
a que Pr(A;) es la probabilidad de este suceso antes de que el articule sea seleccionado
y antes de que se sepa si el articulo seleccionado es defectuoso o no defectuoso. Una
probabilidad como Pr(A2|B) se denomina entonces la probabilidad final de que el articulo
seleccionado haya sido fabricado por la maquina M5, debido a que es la probabilidad de
este suceso después de saber que el articulo seleccionado es defectuoso.

Por tanto, en el ejemplo 3, 1a probabilidad inicial de que el articulo seleccionado haya
sido fabricado por la mdquina M, es 0.3. Después de seleccionado un articulo y resultar
defectuoso, la probabilidad final de que el articulo haya sido producido por la m4dquina
M, es 0.26. Puesto que esta probabilidad final es menor que la probabilidad inicial de que
el articulo haya sido fabricado por la miquina M, la probabilidad final de que el articulo
haya sido fabricado por una de las otras maquinas debe ser mayor que la probabilidad
inicial de que haya sido fabricado por una de estas méqumas (véanse Ejercicios 4 y 5 al
final de esta seccidn).

Calculo secuencial de probabilidades finales

Supbéngase que una caja contiene una moneda legal y otra con.una cara en cada lado.
Supdngase también que se selecciona una moneda al azar y que al lanzarla se obnene una
cara. Se determinard la probabilidad de que sea la moneda legal.

Sea A, el suceso de que la moneda es legal; sea A, el suceso de que 1a moneda tiene
dos caras y sea H; el suceso de que se obtiene una cara al lanzar la moneda. Entonces,
por el teorema de Bayes,

Pl‘(Al) Pl‘(Hl |A1)
Pr(A;) Pr(H;|A;) + Pr(As) Pr(Hy|A2)
(1/2)(1/2) _1

(1/2)(A/2)+ (1/2)(1) 3
Por tanto, después del primer lanzamiento, la probabilidad final de que la moneda sea
legal es 1/3.

Supbdngase ahora que se lanza de nuevo la misma moneda y que se obtiene otra
cara. Existen dos formas para determinar el nuevo valor de la probabilidad final de que
la moneda sea equilibrada.

La primera forma es volver al principio del experimento y suponer de nuevo que las
probabilidades iniciales son Pr(A4;) = Pr(A4,) = 1/2. Se define H; H, como el suceso en
que se obtienen caras en los dos lanzamientos de la moneda y se calcula la probabilidad
final Pr(A;|H1H2) de que la moneda sea legal después de haber observado el suceso
H{H,. Por el teorema de Bayes,

Pl‘(Al |H1) =

Pl‘(Al)Pl'(HnglAl)
Pr(A,)Pr(H Ha|Ay) + Pr(A,.) Pr(H1Hz|Az)
_ (1/2)(1/4) 1
T (1/2)(1/4) + (1/2)(1) T 5

Pl‘(/il II{1 Hg) ==
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La segunda forma de determinar esta misma probabilidad final es utilizar la infor-
macién de que después de obtener una cara en el primer lanzamiento, la probabilidad final
de A; es 1/3 y la probabilidad final de A es, por tanto, 2/3. Estas probabilidades finales
- pueden servir ahora como probabilidades iniciales para el siguiente paso del experimento,
en el que se lanza por segunda vez la moneda. Por tanto, se puede suponer ahora que las
probabilidades para 4; y A, son Pr(A4;) =1/3 y Pr(A4,) = 2/3, y calcular la probabili-
dad final Pr(A;|H,) de que la moneda sea legal después de haber obtenido una cara en
el segundo lanzamiento. De esta forma se obtiene

a1
Pridilfa) = yi/2) + @3 ~ 5

La probabilidad final del suceso A,; obtenida de la segunda forma es la misma
que la obtenida de la primera. Se puede hacer la afirmacién general siguiente: Si un
experimento se lleva a cabo secuencialmente, entonces la probabilidad final de cualquier
suceso puede también ser calculada secuencialmente. Después de haber realizado cada
paso, la probabilidad final del suceso encontrado en ese paso sirve como probabilidad
inicial para el paso siguiente.

SuplOngase ahora que en el experimento que se considera aqui, la moneda selec-
cionada se lanza por tercera vez y se obtiene otra cara. Por los cdlculos anteriores, las
probabilidades iniciales en este paso del experimento son Pr(4,) = 1/5 y Pr(4,) = 4/5.
Asi, la probabilidad final de A4, después de haber observado la tercera cara sera

(1/5)(1/2) 1

Pridilfa) = Gy + a5 @ ~ 0

Finalmente, supéngase que se lanza la moneda por cuarta vez y se obtiene una cruz.
En este caso, 1a probabilidad final de que la moneda sea legal es 1 y nuevos lanzamientos
de 1a moneda no pueden cambiar esta probabilidad.

Combinacion de una probabilidad inicial con una observacién

Supdngase que paseando por la calle se observa que el Departamento de Salud Piblica est4
realizando gratuitamente una prueba médica para detectar cierta enfermedad. La prueba
es fiable al 90% en el siguiente sentido: Si una persona tiene la enfermedad, existe una
probabilidad de 0.9 de que la prueba dé un resultado positivo; de igual manera, si una
persona no tiene la enfermedad, existe una probabilidad de sé6lo 0.1 de que la prueba dé
resultado positivo. '

Los datos indican que las posibilidades de padecer la enfermedad son sélo de 1 en
10000. Sin embargo, puesto que la prueba no cuesta nada y es rdpida e indolora, se
decide parar y someterse a ella. Unos dias después se sabe que el resultado de la prueba
fue positivo. ;Cudl es ahora la probabilidad de padecer la enfermedad?

Algunos lectores pueden pensar que la probabilidad deberia ser aproximadamente 0.9.
Sin embargo, estdn asi ignorando por completo la pequefia probabilidad inicial 0.0001 de
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tener la enfermedad. Se denota A como el suceso de tener la enfermedad y B al suceso
de que el resultado de la prueba sea positivo. Entonces, por el teorema de Bayes,

Pr(B|A) Pr(A)
Pr(B|A) Pr(A) + Pr(B|A°) Pr(A°)
(0.9)(0.0001)

= {0.9)(0.0001) + (0.1)(0.9999) ~ -00090-

Pr(A|B) =

Por tanto, la probabilidad final de padecer la enfermedad es aproximadamente sé6lo 1
por 1000. Claramente, esta probabilidad final es aproximadamente 10 veces mis grande
que la probabilidad inicial antes de hacer la prueba, pero la probabilidad final sigue siendo
muy pequeia.

Otra forma de explicar este resultado es como sigue: Solamente una persona de

cada 10000 padece realmente la enfermedad, pero la prueba proporciona un resultado -

positivo para aproxﬁqadamente una persona de cada 10. Por tanto, el nimero de resultados
positivos es aproximadamente 1000 veces el nimero de personas que realmente tienen
la enfermedad. En otras palabras, de cada 1000 personas para las cuales la prueba da
resultado positivo, unicamente una persona padece realmente la enfermedad.

EJERCICIOS

1. Una caja contiene tres monedas con una cara en cada lado, cuatro monedas con una
cruz en cada lado y dos monedas legales. Si se selecciona al azar una de estas nueve
monedas y se lanza una vez, ;cuél es la probabilidad de obtener una cara?

2. Los porcentajes de votantes clasificados como liberales en tres distritos electorales
distintos se reparten como sigue: En el primer distrito, 21%; en el segundo distrito,
45% vy en el tercero, 75%. Si un distrito se selecciona al azar y un votante del mismo
se selecciona aleatoriamente, ;cudl es la probabilidad de que sea liberal?

3. Considérese de nuevo el comprador descrito en el ejercicio 5 de la seccién 2.1. En
cada compra, la probabilidad de que elija la misma marca de pasta de dientes que
eligi6é en la compra anterior es 1/3 y la probabilidad de que cambie de marca es 2/3.
Supbngase que en su primera compra la probabilidad de que elija la marca 4 es 1/4
y la de que elija la marca B es 3/4. ;Cudl es la probabilidad de que su segunda
compra sea de la marca B?

4. Supéngase que k sucesos Aj, ..., A constituyen una particién del espacio muestral
S. Para: = 1,...,k, sea Pr(A;) la probabilidad inicial de A;. También, para
cualquier suceso B tal que Pr(B) > 0, sea Pr(A;|B) la probabilidad final de A;
dado que ha ocurrido el suceso B. Demuéstrese que si Pr(.4;|B) < Pr(A;), entonces
Pr(A4;|B) > Pr(A;) para al menos un valorde (i = 2,...,k).
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. Considérense de nuevo las condiciones del ejemplo 3 de esta seccién, en el cual

un articulo era seleccionado aleatoriamente de un lote de articulos manufacturados
y resultaba ser no defectuoso. ;Para qué valores de i (: = 1,2,3) es mayor la
probabilidad final de que el articulo haya sido fabricado por la miquina M; que la
probabilidad inicial de que el articulo haya sido fabricado por la maquina Af;?

Supéngase que en el ejemplo 3 de esta seccion el articulo seleccionado al azar del
lote resulta ser no defectuoso. Determinese la probabilidad final de que haya sido
fabricado por 12 méquina Af.

. Se ha descubierto una nueva prueba para detectar un tipo particular de cdncer. Si

se aplica la prueba a una persona que no padece este tipo de cadncer, la probabilidad
de que esa persona presente una reaccion positiva es 0.05 y la probabilidad de que
presente una reaccién negativa es 0.95. Supdngase que en la poblacién global, una
persona de cada 100 000 tiene este tipo de cancer. Si una persona seleccionada al azar
presenta una reaccién positiva a la prueba, ;jcudl es la probabilidad de que padezca

. este tipo de cancer?

. En una ciudad determinada, el 30% de las personas son conservadores, el 50% son

liberales y el 20% son independientes. Los registros muestran que en unas elecciones
concretas, votaron el 65% de los conservadores, el 82% de los liberales y el 50% de
los independientes. Si se selecciona al azar una persona de la ciudad y se sabe que
no votd en las elecciones pasadas, ;cudl es la probabilidad de que sea un liberal?

. Supbngase que cuando una méiquina estd correctamente ajustada, el 50% de los arti-

culos que produce son de alta calidad y el otro 50% son de calidad media. Sup6ngase,
sin embargo, que la méquina estd mal ajustada durante el 10% del tiempo y que, en
estas condiciones, el 25% de los articulos producidos por ella son de alta calidad y
el 75% de los articulos son de calidad media.

(a) Supdngase que cinco articulos producidos por la miquina en un tiempo deter-
minado son seleccionados al azar e inspeccionados. Si cuatro de estos articulos
son de alta calidad y uno es de calidad media, ;cudl es la probabilidad de que
1a miquina estuviera correctamente ajustada durante ese tiempo?

(b) Supbngase que se selecciona un articulo adicional, que fue producido por la
maquina al mismo tiempo que los otros cinco, y resulta ser de calidad media.
¢ Cuél es la nueva probabilidad final de que la miquina estuviera correctamente
ajustada?

Supbngase que una caja contiene cinco monedas y que la probabilidad de obtener cara
en un lanzamiento es distinta para cada moneda. Sea p; la probabilidad de obtener
cara al lanzar la i-ésima moneda (: = 1,...,5) y supdngase que p; = 0, ps =
- 1/4a pP3 = 1/2) Pa = 3/4 Y ps = 1.

(a) Supdngase que se selecciona una moneda de la caja al azar y que al lanzarla
una vez se obtiene una cara. ;Cudl es la probabilidad final de que se haya
seleccionado la i-ésima moneda (¢ = 1,...,5)?



2.3 Cadenas de Markoy 69

(b) Si la misma moneda es lanzada otra vez, ;jcual serd la probabilidad de obtener
- otra cara? '
(c) Si se ha obtenido una cruz en el primer lanzamiento de la moneda seleccionada
y se lanza otra vez la misma moneda, ;cuél es la probabilidad de obtener una

cara en el segundo lanzamiento?

11. Considérese de nuevo la caja que contiene las cinco monedas diferentes descritas en
el ejercicio 10. Supbngase que se selecciona aleatoriamente una moneda de la caja
y que se lanza repetidamente hasta que aparece una cara.

(a) Si se obtiene la primera cara en el cuarto lanzamiento, ;cudl es la probabilidad
final de que la i-ésima moneda haya sido seleccionada (i = 1,...,5)?

(b). Si se continda lanzando la misma moneda hasta que aparece otra cara, jcul es
la probabilidad de que se necesiten exactamente tres lanzamientos?

*2.3 CADENAS DE MARKOV

Procesos estocasticos

Supéngase que una oficina de negocios tiene cinco lineas telefénicas y que en un instante
de tiempo dado puede haber un niimero cualquiera de lineas ocupadas. Durante un periodo
de tiempo se observan las lineas telefénicas a intervalos regulares de 2 minutos y se anota
el nimero de lineas ocupadas en cada momento. Sea X; el nimero de lineas ocupadas
cuando se observan al principio del periodo; sea X', el nimero de lineas ocupadas cuando
se observan en el segundo instante de tiempo, 2 minutos mis tarde; y en general, para
n=12..., sea X, el nimero de lineas ocupadas cuando se observan en el instante de
tiempo n-ésimo. '

La sucesi6én de observaciones X;, X», ..., se denomina proceso estocdstico, o pro-
ceso aleatorio, porque los valores de estas observaciones no se pueden predecir exacta-
mente de antemano, pero se pueden especificar las probabilidades para los distintos valores
posibles en cualquier instante de tiempo. Un proceso estocistico como el que se acaba de
describir se llama proceso de pardmetro discreto, ya que las lineas se observan solamente
en puntos discretos 0 separados en el tiempo, en lugar de continuamente en el tiempo.

- En un proceso estocastico la primera observacién X; se denomina estado inicial del
proceso y para n = 2,3,..., la observacién X, se denomina estado del proceso en el
instante de tiempo n. En el ejemplo anterior, el estado del proceso en cualquier instante de
tiempo es el nimero de lineas que estan siendo utilizadas en ese instante. Por tanto, cada
estado debe ser un entero entre 0 y 5. En el resto del capitulo se considerardn dinicamente
procesos estocasticos para los cuales s6lo existe un nimero finito de estados posibles en
cualquier tiempo determinado.

En un proceso estocdstico de pardmetro discreto, el estado del proceso varia aleato-
riamente en cada instante. Para describir un modelo de probabilidad completo para un
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proceso, es necesario especificar una probabilidad para cada uno de los valores posi-
bles del estado inicial X; y especificar también, para cada uno de los sucesivos estados
zny1(n =1,2,...), la siguiente probabilidad condicional:

Pr(X,,+1 = In+1|X1 = 2:1,X2 =To,... ,Xn = :1:,,).

En otras palabras, para cada instante de tiempo n, el modelo de probabilidad debe espe-
cificar la probabilidad condicional de que el proceso esté en el estado X, 41 en el tiempo
n + 1, dado que en los instantes de tiempo 1,...,n el proceso estaba en los estados
Ti1y...53Tn.

Cadenas de Markov

Definicién. Una cadena de Markov es un tipo especial de proceso estocdstico, que se
puede describir como sigue: En cualquier instante de tiempo n dado, cuando el estado
actual X,, y todos los estados previos X1, ..., X,,-1 del proceso son conocidos, las pro-
babilidades de los estados futuros X;(j > n) dependen solamente del estado actual X,
y no dependen de los estados anteriores X;,...,X,_1. Formalmente, una cadena de
Markov es un proceso estocdstico tal que para n = 1,2,... y para cualquier sucesién
posible de estados z1,z2,...,Tn+1,

Pr(Xn+1 = mn+1|X1 =z1,X2 =Z2,...,Xpn = xn) =
= Pr(Xn+1 = mn+1|Xn = 22,1).

Utilizando la regla de la multiplicacién para probabilidades condicionales presentada
en la secci6n 2.1 se deduce que las probabilidades de una cadena de Markov deben
satisfacer la relacién '

Pr(X, =z1,Xo=22,...,Xp =2,) =
= PI‘(XI = :131) Pl'(Xg = $2|X1 = 221) Pl'(Xa = 223|X2 = 22) s
Pr(Xn = zn|Xn-1 = 2zn-1).

Cadenas de Markov finitas con probabilidades de transicién estacionarias. Se conside-
- rard ahora una cadena de Markov para la cual existe s6lo un nimero finito £ de estados
posibles si, ..., sx y en cualquier instante de tiempo la cadena debe estar en uno de estos
k -estados. Una cadena de Markov de este tipo se denomina cadena de Markov finita.

La probabilidad condicional Pr(X,4+1 = s;| X, = s;) de que la cadena de Markov
esté en el estado s; en el instante de tiempo n + 1 si estd en el estado s; en el instante
de tiempo n se denomina probabilidad de transicion. Si para una cadena de Markov
esta probabilidad de transiciOn tiene el mismo valor para todos los instantes de tiempo
n(n = 1,2,...), se dice que la cadena de Markov tiene probabilidades de transicién
estacionarias. En otras palabras, una cadena de Markov tiene probabilidades de transicion
estacionarias si, para cualquier par de estados s; y s;, existe una probabilidad de transicién
Dij tal que

Pr(X,,_H = Slen = Si) = Pij paran = 1,2, ..
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Para ilustrar la aplicacién de estas definiciones se considerard de nuevo el ejemplo de
1a oficina con cinco lineas telefénicas. Para que este proceso estocastico sea una cadena de
Markov, la probabilidad de cada posible nimero de lineas ocupadas en cualquier instante
de tiempo deben depender solamente del nimero de lineas que estaban ocupadas cuando el
proceso fue observado 2 minutos antes y no debe depender de ninguno de los otros valores
observados obtenidos previamente. Por ejemplo, si en el instante de tiempo n habia tres
lineas ocupadas, entonces la probabilidad especificada para el instante de tiempo n + 1
debe ser la misma, con independencia de si estaban ocupadas 0, 1, 2, 3, 4 6 5 lineas en
el instante de tiempo n — 1. En realidad, sin embargo, 1a observacién en el instante de
tiempo n — 1 podria proporcionar informacién sobre el tiempo que cada una de las tres
lineas en uso en el instante de tiempo n habia estado ocupada y esta informacién podria
ser util para determinar la probabilidad en el instante de tiempo n + 1. No obstante,
se supone que este proceso es una cadena de Markov. Si esta cadena de Markov ha de
tener probabilidades de transicidén estacionarias, debe verificarse que la proporcién entre
llamadas telefénicas entrantes y salientes y el promedio de duracién de las mismas no
cambie durante el periodo cubierto por el proceso. Este requisito significa que el periodo
completo no puede incluir intervalos de tiempo densos en que se esperan mas llamadas
o intervalos de tiempo tranquilos en que se esperan pocas llamadas. Por ejemplo, si en
un instante de tiempo, sea cual sea, s6lo hay una linea ocupada, entonces debe haber una
probabilidad especifica p;; de que 2 minutos més tarde exactamente j lineas estén en uso.

Matriz de transicion

Matriz de transicién para un sélo paso. Considérese una cadena de Markov con k
estados posibles s;,...,sr y probabilidades de transicién estacionarias. Parai = 1,...,k
y j=1,...,k, se denota de nuevo por p;; la probabilidad condicional de que el proceso
esté en el estado s; en un instante de tiempo si estd en el estado s; en el instante anterior.
La matriz de transicién de la cadena-de Markov se define como la matriz £k x & P con
elementos p;;. Por tanto,

P11 - Pik
P = D21 - - P2k (1)
Dkl - - Prk

Puesto que cada nimero p;; es una probabilidad, entonces p;; > 0. Ademds Z;zl
pij = lparai=1,...,k, porque sien un instante de tiempo la cadena esta en el estado
s;, entonces la suma de las probabilidades de que en el instante siguiente esté en cada
uno de los estados sy, ..., s; debe ser 1.

Una matriz cuadrada cuyos elementos son no negativos y en la que la suma de los
elementos de cada fila es 1 se denomina matriz estocdstica. Resulta pues que la matriz
de transiciéon P de cualquier cadena de Markov finita con probabilidades de transicién
estacionarias debe ser una matriz estocistica. Inversamente, cualquier matriz estocdstica
k x k puede servir como la matriz de transicién de una cadena de Markov con k estados
posibles y probabilidades de transicidn estacionarias.
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Ejemplo 1: Matriz de transicién para el nimero de lineas telefénicas ocupadas. Su-
péngase que en el ejemplo de la oficina con cinco lineas telefénicas los nimeros de lineas
que estdn siendo utilizadas en los instantes de tiempo 1,2,... constituyen una cadena
de Markov con probabilidades de transicién estacionarias. Esta cadena tiene seis estados
posibles by, by, ..., bs, donde b; es el estado en el que se estdn utilizando exactamente ¢
lineas en un instante de tiempo determinado (¢ = 0,1,...,5). Supdngase que la matriz
de transicién P es la siguiente:

bo by by b3 by bs
b /0.1 04 (02 6.1 0.1 0.1
b, [ 02 03 02 01 01 0.1
b ] 01 02 03.02 01 0.1 2
b3 91 01 02 03 02 0.1 , '
b4 | 0.1 0.1 0.1 0.2 03 0.2
bs \ 0.1 0.1 0.1 0.1 04 0.2

(a) Suponiendo que las cinco lineas estdn ocupadas en un instante de tiempo concreto, se
determinard la probabilidad de que en el siguiente instante de tiempo haya exactamente
cuatro lineas ocupadas. (b) Suponiendo que en un instante de tiempo no hay ninguna
linea ocupada, se determinard la probabilidad de que en el instante de tiempo siguiente
haya al menos una linea ocupada.

(a) Esta probabilidad es el elemento de la matriz P en la fila correspondiente al
estado bs y la columna correspondiente al estado b4. Se observa que este valor es 0.4.

(b) Si en un instante de tiempo no hay ninguna linea ocupada, entonces el elemento
de la esquina superior izquierda de la matriz P proporciona la probabilidad de que en
el instante siguiente no haya ninguna linea ocupada. Se observa que este valor es 0.1.
Por tanto, la probabilidad de que en el siguiente instante de tiempo se esté utilizando al
menos un lineaes 1 —0.1 =0.9. «

Matriz de transiciéon para varios pasos. Considérese de nuevo una cadena de Markov
arbitraria con k estados posibles s1,..., s y la matriz de transicién P de la ecuacién (1)
y supéngase que la cadena est4 en el estado s; en un instante de tiempo n. Se determinard
ahora la probabilidad de que la cadena esté en el estado s; en el instante de tiempo n + 2.
En otras palabras, se determinard la probabilidad de que la cadena pase del estado s; al
estado s; en dos pasos. La notacién para esta probabilidad es pff ),

Paran = 1,2,...,sea.\,, el estado de la cadena en el instante de tiempo n. Entonces,
si s, representa el estado al que ha pasado la cadena en el instante de tiempo n + 1,

P,(?) = Pr(Xnq2 = 55X = ;)

A .
= Z Pl'(/\’n-{-l = Sr Yy /\’11-{-2 = SjI‘\’n = Si)

r=1
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.k o k
= ZPI‘(X,H_l = S¢ an = s.-)Pr(X,H_g = SJ' IXn+1 = s,.) = Zp,-,-prj.

r=1 r=1

El valor de p( ) se puede determinar como Sigue: Si se eleva al cuadrado la matriz de

transicién P, es decir, si se construye la matriz P2 = PP, entonces el elemento de la
fila i-¢sima y la columna j-ésima de la matriz P? ser4 E,’f=1 pirPrj. Por tanto, pff ) sera
el elemento de la fila i-ésima y la columna j-ésima de P2,

Anilogamente se puede calcular la probabilidad de que la cadena pase del estado s;

al estado s; en tres pasos, O pfj) = Pr(Xn4+3 = sj|Xn = s;), construyendo la matriz

P3 = P2P. Entonces la probabilidad p( ) serd el elemento de 1a fila 1-€sima y la columna

j-ésima de la matriz P>,
En general, para cualquier valor de m (m = 2,3,...), la m-ésima potencia P™ de

la matriz P proporcionaré la probabilidad pr ™) de que la cadena pase de cualquier estado
s; a cualquier estado s; en m pasos. Por esta razén, la matriz P™ se denomina matriz

de trans:czén de m pasos de la cadena de Markov.

Ejemplo 2: Matrzces de transicién de dos y tres pasos para el numero de lineas tele-
Joénicas ocupadas. Considérese nuevamente la matriz de transiciéon P de la ecuacién (2)
para la cadena de Markov basada en cinco lineas telefénicas. Sup6ngase en primer lugar
que en un instante de tiempo hay 2 lineas ocupadas y se determinarj la probabllldad de
que dos instantes de tiempo después haya exactamente j lineas ocupadas.

Si se multiplica 1a matriz P por si misma, se obtiene 1a siguiente matriz de transicién
de dos pasos:

bo by b2 b3 by bs
, bol 0.14 0.23 0.20 0.15. 0.16 0.12
b | 0.13 0.24 0.20. 0.15 0.16 0.12
b1 0.12 0.20 0.21 0.18 0.17 0.12 3)
bs | 0.11 0.17 0.19 0.20 0.20 0.13
by | 0.11 0.16 0.16 0.18 0.24 0.15
bs \ 0.11 0.16 0.15 0.17 0.25 0.16

A partir de esta matriz se puede calcular cualquier probabilidad de transicién de dos pasos
de la cadena como sigue:

(1) Si dos lineas estdn ocupadas en un instante de tiempo concreto, entonces la probabi-
lidad de que dos instantes después haya cuatro lineas ocupadas es 0.17.

(2) Sien un instante de tiempo hay tres lineas ocupadas, entonces la probabilidad de que
dos instantes después haya de nuevo tres lineas ocupadas es 0.20.

Sup6ngase ahora que : lineas estin ocupadas en un instante de tiempo concreto y
se determinard la probabilidad de que tres instantes después haya exactamente j lineas
ocupadas.
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Si se calcula la matriz P2 = P? P, se obtiene la siguiente matriz de transicién de
tres pasos:

bo by b b3 by bs
bo /0.123 0.208 0.192 0.166 0.183 0.128
b | 0.124 0.207 0.192 0.166 0.183 0.128
bz | 0.120 0.197 0.192 0.174 0.188 0.129 )
b3 | 0.117 0.186 0.186 0.179 0.199 0.133 _
by | 0.116 0.181 0.177 0.176 0.211 0.139
bs \ 0.116 0.180 0.174 0.174 0.215 0.141

A partir de esta matriz se puede calcular cualquier probabilidad de transicién de tres pasos
para la cadena como sigue:

(1) Si las cinco lineas estdn ocupadas en un instante de tiempo, entonces la probabilidad
de que no haya lineas ocupadas tres instantes después es 0.116.

(2) Si una linea est4 ocupada en un instante de tiempo, entonces la probabilidad de que
tres instantes después haya de nuevo exactamente una linea ocupada es 0.207. «

Vector de probabilidadés iniciales

Supdéngase que una cadena de Markov finita con probabilidades de transicién estacio-
narias tiene k estados posibles s,,...,sr y que la cadena puede estar en cualquiera de
estos k estados en el tiempo de observacién inicial n = 1. Supdngase también que, para
i =1,..., k, la probabilidad de que la cadena esté en el estado s; al inicio del proceso
esvi,donde v; > 0yvy +---+vp = 1.

Cualquier vector w = (wy,...,wy) tal que w; > 0 para ¢ = 1,...,k y también
Zf=1 w; = 1 se denomina vector de probabilidades. El vector de probabilidades v =
= (v1, ..., vr), que especifica las probabilidades de diversos estados de la cadena en
la observaci6n inicial de tiempo, se denomina vector de probabilidades iniciales de la
cadena.

El vector de probabilidades iniciales y la matriz de transicién determinan la proba-
bilidad de que la cadena esté en un estado en un instante de tiempo. Si v es el vector de

probabilidades iniciales de la cadena, entonces Pr(X; = s;) = v; parai = 1,...,k. Si
la matriz de transicioén de l1a cadena es 1a matriz k x k P de elementos p;; que se indica
en la ecuacién (1), entonces para j = 1,...,k,

k
Pr(Xs = s5) = ZPr(Xl =s5;y Xo2 =5sj)

=1
k
=Y Pr(X; = s:) Pr(Xp = ;| X, = s;)

i=1

k
= E V;Pij -
i=1
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Puesto que Ef=1 v;p;; €s la componente j-ésima del vector v P, resulta que las proba-
bilidades para el estado de la cadena en el segundo instante de tiempo se especifican por
el vector de probabilidades v P.

En general, supongase que en un instante de tiempo n la probabilidad de que la
cadena esté en el estado s; es Pr(X,, = s;) = w;, parai = 1,..., k. Entonces,

k
Pr(Xn+1 =Sj)=Z‘w,'pij paraj: 1,...,k.

=1

En otras palabras, si las probabilidades de los diversos estados en el instante de tiempo n
se especifican por el vector de probabilidades w, entonces las probabilidades en el instante
de tiempo n + 1 se especifican por el vector de probabilidades wP. Resulta pues que
si el vector de probabilidades iniciales para una cadena con probabilidades de transicién
estacionarias es v, entonces las probabilidades de los diversos estados en el instante de
tiempo n + 1 se especifican por el vector de probabilidades v P".

Ejemplo 3: Probabilidades para el niimero de lineas telefénicas ocupadas. Considérese
de nuevo la oficina con cinco lineas telefénicas y la cadena de Markov para la cual la
matriz de transicién P estd dada por la ecuacién (2). Supéngase que al inicio del proceso
de observacién en el instante de tiempo n = 1 la probabilidad de que no haya lineas
ocupadas es 0.5, la probabilidad de que haya una linea ocupada es 0.3 y la probabilidad
de que haya dos lineas ocupadas es 0.2. Entonces el vector de probabilidades iniciales
es v = (0.5,0.3,0.2,0,0,0). En primer lugar, se determinari la probabilidad de que
exactamente j lineas estén ocupadas en el instante de tiempo 2, un instante después,
Por medio de cilculos elementales resulta que

vP =(0.13,0.33,0.22,0.12,0.10, 0.10).

Puesto que la primera componente de este vector de probabilidades es 0.13, la probabi-
lidad de que no haya lineas ocupadas en el instante de tiempo 2 es 0.13; puesto que la
segunda componente es 0.33, la probabilidad de que exactamente una linea esté ocupada
en el instante de tiempo 2 es 0.33 y asi sucesivamente.

Se determinari a continuacién, la probabilidad de que haya exactamente j lineas
ocupadas en el instante de tiempo 3.

Utilizando la ecuaci6n (3), se deduce

vP? = (0.133,0.227,0.202,0.156,0.162, 0.120).

Puesto que la primera componente de este vector de probabilidades es 0.133, la probabi-
lidad de que no haya lineas ocupadas en el instante de tiempo 3 es 0.133; puesto que la
segunda componente es 0.227, la probabilidad de que exactamente una linea esté ocupada
en el instante de tiempo 3 es 0.227, y asi sucesivamente. <
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EJERCICIOS

1. Supéngase que el clima s6lo puede ser soleado o ﬁublado 'y ‘que»'-.las condiciones
del clima en mafianas sucesivas forman una cadena de Markov con probabilidades
de transicién estacionarias. Supdngase también que la matriz de transicién es la

siguiente:

Soleado Nublado
Soleado 0.7 0.3
Nublado 06 | 04

(a) Si un dia concreto esta nublado, (,cual es la probabilidad de que también esté
nublado el dia s1gu1ente‘7 '

(b) Si un dia concreto hace sol, écuél es la probabilidad de que durante los dos dias
siguientes continde haciendo sol?

(c) Si un dia concreto esta nublado, ;cudl es'la probabﬂldad de que al menos uno
de los tres dias siguientes haga sol'7

2. Considérese de nuevo la cadena de Markov descnta en el ejercicio 1.

(a) Si un miércoles hace sol, jcuil es la probabilidad de que el sdbado siguiente
haga sol?

(b) Si un miércoles estéd nublado, icudl es la probablhdad de que el sdbado siguiente
haga sol?

3. Considérense de nuevo las hipStesis de los ejercicios 1y 2.

(a) Si un miércoles hace sol, ;cuél es la probabilidad de que el sébado y domingo
siguientes haga sol?

(b) Si un miércoles estd nublado, ;cuél es 1a probébilidad de que el sidbado y el
domingo siguientes haga sol?

4. Considérese de nuevo la cadena de Markov descrita en el ejercicio 1. Supdngase
que la probabilidad de que un miércoles haga sol es 0.2 y que la probabilidad de que
esté nublado es 0.8.

~ (a) Determinese la probabilidad de que esté nublado el jueves siguiente.
(b) Determinese la probabilidad de que esté nublado el viernes.

(c) Determinese la probabilidad de que esté nublado el sidbado.
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5. Supdngase que un estudiante llegard a tiempo o tarde a una clase y que los sucesos
de que llegue a tiempo o tarde a clase en dias sucesivos forman una cadena de

.+ Markov' con probabilidades de transicién estacionarias. Supéngase también que si
llega tarde un dia, entonces la probabilidad de que llegue a tiempo el dia siguiente es
0.8. Ademis, si llega a tiempo un dia, entonces la probabilidad de que llegue tarde
al dia s1gu1ente es 0.5.

| v (a) Si el estudiante llega: tarde un dla, icudl es la probabxhdad de que llegue a
tiempo los tres dias siguientes?

(b) Si el estudiante llega a tiempo un dia, ;jcudl es la probabilidad de que llegue
tarde los tres dias siguientes?

6. Considérese de nuevo la cadena de Markov descrita en el ejercicio S.

(a) Si el estudiante llega tarde el primer dia de clase, ;cuél es la probabilidad de
~ que llegue a tiempo el cuarto dia?

(b) Si el estudiante llega a tiempo el primer dia de clase, jcuél es la probabilidad
de que llegue a tiempo el cuarto dia? :

7. Considérense de nuevo las hipétesis de los ejercicios 5 y 6. Supbngase que la pro-
babilidad de que el estudiante llegue tarde en el primer dia de clase es 0.7 y que la
probabilidad de que llegue a tiempo es 0.3

(a) Determinese la probabilidad de que llegue tarde el segundo dia de clase.
(b) Determinese la probabilidad de que llegue a tiempo el cuarto dfa de clase.

8. Supéngase que una cadena de Markov tiene cuatro estados s, s2, s3,54 Y proba-
- bilidades de transicién estacionarias como se espemﬁca en la matriz de transicién
. s1gu1ente :

$1 &2 S3 Sg:
s1 (1/4 1/4 0 1/2
8o 0 1 0 0
sz | 1/2 0 1/2 0
sq \ 1/4 _1/4 1/4 1/4

(a) ' Si la cadena estd en el estado s3 en un instante de tiempo n, ;cuél es la proba-
bilidad de que esté en el estado s en el instante de tiempo n + 2?

| (b) Sila cadena estd en el estado s; en un instante de tiempo n, ;cul es la proba-
bilidad de que esté en el estado s3 en el instante de tiempo n + 3?

9. Sea X, el estado inicial en el instante de tiempo 1 de la cadena de Markov con la
matriz de transicién especificada en el ejercicio 8 y supdngase que las probabilidades
iniciales son las siguientes:

PI(X1 = 81) = 1/8, Pr(X1 = 32) = 1/4,
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10.

11.

12.

13.

Pr(X; = s3) = 3/8, Pr(X:1 = s4) =1/4.

Determinense las probabilidades de que la cadena esté en los estados s;, s2,53 Y sS4
en el instante de tiempo n para cada uno de los siguientes valores de n : (a) n = 2;
(by n = 3; (¢) n=4.

Cada vez que un cliente compra un tubo de pasta de dientes, elige la marca A o
la marca B. Supdngase que la probabilidad de que elija la misma marca que en la
compra anterior es 1/3 y que la probabilidad de que cambie de marca es 2/3.

(a) Si la primera compra es de la marca A, ;cudl es la probabilidad de que la quinta
compra sea de la marca B?

(b) Si la primera compra es de la marca B, jcudl es la probabilidad de que la quinta
compra sea de la marca B?

Supodngase que tres ninos A, B y C' se pasan una pelota uno a otro. Cuando A tiene
la pelota se la pasa a B con probabilidad 0.2 y a C' con probabilidad 0.8. Cuando
B tiene la pelota se la pasa a A con probabilidad 0.6 y a C' con probabilidad 0.4.
Cuando C tiene la pelota es igualmente probable que se la pase a A que a B.

(a) Considérese este proceso como una cadena de Markov y calcilese la matriz de
transicion.

(b) Si es igualmente verosimil que cada uno de los tres nifios tenga la pelota en
un tiempo n concreto, ;qué nifio tendra la pelota con mayor probabilidad en el
instante de tiempo n + 2?

Supébngase que se lanza repetidamente una moneda de forma que en un lanzamiento
es igualmente probable que aparezca una cara que una cruz y que los lanzamientos
son independientes, con la siguiente excepcién: Cuando se han obtenido tres caras
o tres cruces en tres lanzamientos sucesivos, entonces el resultado del siguiente
lanzamiento es siempre del otro tipo. En el tiempo n (n > 3), el estado de este
proceso es el especificado por los resultados de los lanzamientos n — 2,7 — 1 y
n. Demuéstrese que este proceso es una cadena de Markov con probabilidades de
transicidén estacionarias y calcilese la matriz de transicion.

Existen dos urnas A y B, conteniendo cada una bolas rojas y verdes. Supdngase
que la urna A contiene una bola roja y dos verdes y que la urna B contiene ocho
bolas rojas y dos verdes. Considérese el siguiente proceso: Se extrae aleatoriamente
una bola de la urna A y se extrae aleatoriamente una bola de la urna B. La bola
extraida de la urna A se introduce en la urna B y la bola extraida de la urna B se
introduce en la urna 4. Estas operaciones se repiten indefinidamente. Demuéstrese
que los nimeros de bolas rojas en la urna A constituyen una cadena de Markov con
probabilidades de transicién estacionarias y calcilese la matriz de transicién de la
cadena de Markov.
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*2.4 EL PROBLEMA DE LA RUINA DEL JUGADOR

Planteamiento del problema

Supdngase que dos jugadores A y B juegan uno contra otro. Sea p un nimero determinado
(0 < p < 1) y supSngase que en cada jugada, la probabilidad de que el jugador A le
gane un ddlar al jugador B es p y la probabilidad de que el jugador B le gane un d6lar al
jugador A es ¢ = 1 — p. Supdngase también que el capital inicial del jugador A es de ¢
délares y que el del jugador B es de k£ — ¢ dblares, donde ¢ y £ — 7 son enteros positivos.
Entonces, el capital total de los dos jugadores es de k£ délares. Finalmente, supOngase
que A y B siguen jugando hasta que el capital de uno de ellos se reduce a 0 délares.
Considérese este juego desde el punto de vista del jugador A. Su capital inicial es
de 7 dblares y en cada jugada su capital aumenta un délar con probabilidad p o decrece
un d6lar con probabilidad ¢. Si p > 1/2, el juego le es favorable; si p < 1/2, el juego le
es desfavorable y si p = 1/2, el juego es igualmente favorable para ambos jugadores. El
juego termina cuando el capital del jugador A llega a k£ d6lares, en cuyo caso al jugador
B no le quedarid dinero, o cuando el capital del jugador A se reduce a 0 délares. El
problema es determinar la probabilidad de que el capital del jugador A llegue a k& d6lares
antes de que se reduzca a 0 d6lares. Debido a que a uno de los jugadores no le quedard
dinero al final del juego, este problema se denomina el problema de la ruina del jugador.

Solucién del problema

Se continiia suponiendo que el capital total de los jugadores A y B es k doblares y se
define a; como la probabilidad de que el capital del jugador A llegue a k£ ddlares antes
de que se reduzca a 0 délares, dado que su capital inicial es de ¢ d6lares. Si i = 0,
entonces el jugador A estd arruinado; y si ¢ = k, entonces el jugador A ha ganado el
juego. Por tanto, supéngase que ap = 0 y a;, = 1. Ahora se determinard el valor de a;
parai=1,...,k—1.

Sea A; el suceso de que el jugador A gane un délar en la primera jugada; sea B; el
suceso de que el jugador A pierda un délar en la primera jugada y sea W el suceso de
que el capital del jugador A finalmente ascienda a k délares antes de que se reduzca a 0
délares. Entonces

=p Pr(W|A,)+ ¢q Pr(W|B).
Puesto que el capital inicial del jugador A es de ¢ d6lares (i = 1,...,k — 1), entonces
Pr(W) = a;. Ademds, si el jugador A gana un délar en la primera jugada, entonces su
capital es de 7 + 1 déblares y la probabilidad Pr(W|A;) de que su capital alcance los &
délares es, por tanto, a;.+1. Si A pierde un d6lar en la primera jugada, entonces su capital
"~ es de 7 — 1 dblares y la probabilidad Pr(W|B;) de que su capital alcance los k délares
es, entonces, a;_;. Por tanto, por la ecuacién (1),

a; = pai+1 + gai-1. _ ()
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Seai=1,...,k— 1 en la ecuacién (2). Entonces, puestoque ap =0 y.ax = 1, se
obtienen las £ — 1 ecuaciones siguientes:

a; = pay,

az = pas + qay,
az = pasg + qa2, . :
................... S ; Q)
Qp—2 = pag-1 + qax-3,

[ Gg—-1 =P+ qag-2.

Si el valor de a; en la parte derecha de la i-ésima ecuamon se sustituye por pa; + qa, y se
realizan algunas operaciones sencillas, estas k — 1 ecuacnones se pueden reescnblr como
sigue:

q
G2 — G = —ay,

Gz —az = g‘(az—al) = a,
D
q q 3
as — az = —(az — az) = —> a,
p g P
@)
¢ : , O\ 2
Gp—1 — Gr—2 = —(Ar_2 — Gx-3) = (—) ay,
T p P.
q g\*!
1 —ap—1 = =(agr—1— ar-2) = (—) a.
P y 4

Igualando la suma de las partes izquierdas de estas k£ — 1 ecuaciones con las sumas
de las partes derechas, se obtiene la relacién

k-1 q 1 : ‘ .
1—a1=alz(—)». ' (5)

Solucién para un juego equilibrado. SupGngase en primer lugar que p = ¢ = 1/2.
Entonces ¢/p = 1 y por la ecuacién (S) resulta que 1 — a3 = (k — 1)a;, de donde
a; = 1/k. A su vez, de la primera ecuacién de (4) se deduce que a; = 2/k; de la
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segunda ecuacién de (4) resulta que a3 = 3/k y asf sucesivamente. De esta forma, se
obtiene la siguiente solucién cuando p = ¢ = 1/2: ' '

a; = parati=1,...,k—1. | (6)

(3
k
Ejemplo 1: Probabilidad de ganar un juego equilibrade. Sup6éngase que p = ¢ = 1/2,
en cuyo caso el juego es igualmente favorable a ambos jugadores, y supéngase que el
capital inicial del jugador A es de 98 délares y que el capital del jugador B es de solamente
2 doélares. En este ejemplo, : = 98 y £ = 100. Por tanto, de la ecuacidén (6) se deduce
que existe una probabilidad de 0.98 de que el jugador A gane dos do6lares al jugador B
antes de que el jugador B gane 98 dé6lares al jugador A. <«

Solucién para un juego desequilibrado. Sup6ngase ahora que p # ¢. Entonces la
ecuacion (5) se puede reescribir de la forma

&) -()
()

1-01=a1

Por tanto,

(3) -

Cada uno de los restantes valores de a; para i = 2,...,k — 1 se pueden determinar a su
vez a partir de las ecuaciones de (4). De esta forma, se obtiene la siguiente solucién:

(3) -
- NP/
= 2
(3) -
p
Ejemplo 2: Probabilidad de ganar en un juego desfavorablé. Supéngase que p = 0.4
y ¢ = 0.6, en cuyo caso la probabilidad de que el jugador A gane un délar en cualquier

jugada es menor que la probabilidad de que lo pierda. Supéngase también que el capital
inicial del jugador A es de 99 délares y que el capital inicial del jugador B es s6lo de

a; =

€))

parai=1,...,k—1. 9)
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un délar. Se determinara la probabilidad de que el jugador A gane un délar al jugador B
antes de que el jugador B gane 99 délares al jugador A.

En este ejemplo, la probabilidad «a; resulta de la ecuacién (9), para q/p = 3/2,i = 99
y & = 100. Por tanto,

99
(a) -

De aqui que, aunque la probabilidad de que el jugador A gane un délar en cualquier
jugada sea solamente 0.4, la probabilidad de que gane un délar antes de que pierda 99
d6lares es aproximadamente 2/3. <«

EJERCICIOS

1. Considérense las siguientes condiciones posibles para el pro‘blema de la ruina del
jugador:

(a) El capital inicial del jugador A es de 2 délares y la del jugador B es de 1 ddlar.

(b) El capital inicial del jugador A es de 20 délares y la del jugador B es de 10
délares.

(c) El capital inicial del jugador A es de 200 d6lares y 1a del jugador B es de 100
délares.

Supéngase que p = ¢ = 1/2. ;Cudl de estas tres condiciones proporciona la mayor
probabilidad de que el jugador A gane el capital inicial del jugador B antes de que
pierda su propio capital inicial?

2. Considérense de nuevo las condiciones (a), (b) y (c) del ejercicio 1, pero supéngase
ahora que p < ¢q. ;Cudl de estas tres condiciones proporciona la mayor probabilidad
de que el jugador A gane el capital inicial del jugador B antes de perder su propio
capital inicial?

3. Considérense de nuevo las condiciones (a), (b) y (c) del ejercicio 1, pero supéngase
ahora que p > ¢. (Cudl de estas tres condiciones proporciona la mayor probabilidad
de que el jugador A gane el capital inicial del jugador B antes de perder su propio
capital inicial?

4. Supéngase que en cada jugada de un juego es igualmente verosimil que una persona
gane o pierda un délar. Supdngase también que su objetivo es ganar 2 délares en
el juego. ;Qué capital inicial debe tener la persona para que la probabilidad de que
alcance su objetivo antes de perder su capital inicial sea al menos 0.99?
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5. Supéngase que en cada jugada de un juego, una persona gana un délar con probabi-
lidad 2/3 o lo pierde con probabilidad 1/3. Supdngase también que su objetivo es
ganar dos ddlares en el juego. ;Qué capital inicial debe tener la persona para que la
probabilidad de alcanzar su objetivo antes de perder su capital inicial sea al menos
0.997

6. Supdéngase que en cada jugada de un juego, una persona gana un ddélar con probabi-
lidad 1/3 o lo pierde con probabilidad 2/3. Supdngase también que su objetivo es
ganar dos ddlares en el juego. Demuéstrese que cualquiera que sea su capital inicial,
la probabilidad de alcanzar su objetivo antes de perder su capital inicial es menor
que 1/4.

7. Supdngase que la probabilidad de que al lanzar una moneda aparezca una cara es
? (0 < p < 1) y sup6ngase que se lanza 1a moneda repetidamente. Sea X,, el nimero
total de caras que se han obtenido en los n primeros lanzamientosy sea Y, = n— X,
el mimero total de cruces en los n primeros lanzamientos. Supdngase que se deja de
lanzar la moneda tan pronto como se alcance un nimero n tal que X,, = Y, +3 o0
Y, = X, + 3. Determinese la probabilidad de que X,, = Y,, + 3 cuando se deja de
lanzar 1a moneda.

8. Supdbngase que una urna A contiene 5 bolas y que otra urna B contiene 10 bolas.
Se selecciona aleatoriamente una de estas dos urnas, se extrae una bola de esta urna
y se introduce en la otra. Si este proceso se repite indefinidamente, ;jcudl es la
probabilidad de que la urna A se vacie antes de vaciarse la B?

*2.5 SELECCION DEL MEJOR ELEMENTO

Seleccion optima

En esta seccién se describe un problema especial de decisiéon que ilustra claramente como
se pueden aplicar los conceptos de probabilidad desarrollados para alcanzar unos resultados
sorprendentemente consistentes. Supdngase que un empresario debe contratar a uno entre
n candidatos para ocupar un puesto vacante. Se haran las siguientes hip6tesis sobre el
proceso de contratacion.

Los candidatos se presentaran por orden aleatorio para ser entrevistados. Después
de entrevistar a cada candidato, se debe decidir de inmediato si se quiere contratar. Si se
decide contratarlo, el proceso termina. Si se decide no contratarlo, entonces se procede
a entrevistar a otro. El candidato que acaba de ser entrevistado se va y supdngase que
acepta otro empleo. Por tanto, una vez que se ha decidido no contratar a un candidato,
no se puede cambiar de opinién mads tarde.

Al principio del proceso no se tiene informacién acerca de la cualificacién o habilidad
de ninguno de los n candidatos. Sin embargo, después de entrevistar a un candidato puede
clasificarse comparandolo con los entrevistados previamente. Puesto que los candidatos
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llegan en orden aleatorio, la tinica informacién que se puede obtener acerca del primer
candidato (ain después de haberlo entrevistado) es que es igualmente probable que ocupe
~cualquiera de los rangos 1,...,n entre los n candidatos. En otras palabras, no se tiene
informacién inmediata sobre el rango relativo del primer candidato. Todo lo que se sabe
es que es igualmente probable que sea el mejor candidato, el peor candidato o cualquiera
entre éstos.

Después de entrevistar al segundo candidato, puede determinarse si es mejor o peor
que el primero. Sin embargo, no se sabe con certeza qué posicién ocuparian entre los
n candidatos. Después de entrevistar al tercer candidato, puede determinarse cuil es el
mejor entre los tres primeros candidatos, pero sigue sin saberse qué posicién ocuparia el
tercero entre los n candidatos. S6lo si no se interrumpe el proceso de entrevistas hasta
haber recibido a los n candidatos, se podrin determinar todas las posiciones.

Ahora se introduce un factor de emocién y riesgo en el proceso suponiendo que se
debe contratar al mejor de los n candidatos. Si no se consigue contratar al mejor de los n
candidatos, no se habra alcanzado el propGsito y entonces no importa cuil de los restantes
n — 1 candidatos se contrate. Por tanto, al entrevistar a los candidatos uno por uno, se
fallari si se detiene el proceso demasiado pronto y se contrata a un candidato mientras
que el mejor continia esperando ser entrevistado, y se fallard también si, sin saberlo,
se continda después de entrevistar al mejor candidato con la esperanza de que haya uno
todavia mejor esperando ser entrevistado.

Forma del mejor procedimiento

Segin el planteamiento del problema, resulta que no se deberia detener el proceso y
contratar a un candidato que no es mejor que los entrevistados previamente, puesto que
no puede ser el mejor entre los n candidatos. Las dnicas veces en que hay que tomar una
decisién seria son aquellas en las que se entrevista a un candidato que es mejor que todos
los anteriores. Entonces debe decidirse si detener el proceso, debido a la posibilidad de
que este candidato sea realmente el mejor entre 10s n, o continuar debido a la posibilidad
de que el mejor aln esté por llegar.

Se denomina contendiente a un candidato que es mejor que los anteriores. Por
tanto, después de haber entrevistado a un contendiente, hay que decidir inmediatamente
si detener el proceso o seguir adelante. Si el contendiente aparece entre los primeros
candidatos entrevistados, no se querrd detener el proceso porque existe una probabilidad
muy alta de que el mejor candidato continide entre los candidatos restantes. Por otro lado,
si un contendiente aparece cuando s6lo quedan por entrevistar unos cuantos candidatos, se
querr4 detener el proceso debido a que existe una probabilidad muy baja de que todavia
quede por entrevistar un candidato mejor. De estos comentarios se deduce que no se querrd
detener el proceso y contratar a un contendiente que aparezca antes de haber alcanzado
una etapa critica en el proceso y se querrd detenerlo y contratar a un contendiente que
aparezca después de esa etapa critica.

A la luz de esta exposicion, se considera un procedimiento del siguiente tipo: El pro-
ceso nunca se detendrd antes de haber entrevistado r candidatos. Si el »-ésimo candidato
es un contendiente, entonces se detendra el proceso y ese contendiente serd contratado. Si
el »-ésimo no es un contendiente, el proceso continuard hasta encontrar uno. Entonces se
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detendri el proceso y ese contendiente serd contratado. Ahora bien, si el‘proceso continia
mds alld del r-ésimo candidato y no se encuentra otro contendiente, se habra fracasado.

Se-puede demostrar por métodos complicados que el procedimiento 6ptimo, es de-
cir; el procedimiento que maximiza la probabilidad de contratar al mejor candidato, es
realmente de la forma descrita. Para poner en prictica esta regla, se debe elegir un valor
numérico para r.. Ahora se determinaré el valor de r para el cual la probabilidad p,-de
contratar al mejor candidato sea mixima y se verd que esta probabilidad es sorprendente-
mente grande. :

El mejor procedimiento : :
Sea A el suceso de contratar realmente al mejor candidato y para¢ = 1,...,n, sea B; el
suceso de que el mejor candidato sea la i-ésima persona entrevistada. Eritonces,

pr = Pr(A) = > Pr(A|B;) Pr(B;). : | ¢}

i=1

Puesto que el proceso no se detendra antes de entrevistar al r-ésimo candidéto, no hay
posibilidad de contratar al mejor si es uno de los primeros r — 1 candldatos entrevistados.
De aqui que,

Pr(A|B;) =0 parai=1,...,r—1. D (2)

Ademis, si el mejor candidato es la r-ésima persona entrevistada, entonces es seguro
que serd un contendiente cuando sea entrevistado. En este caso, el proceso se detendra
correctamente y se contratara. Por tanto,

Pr(A|B,) = 1. ' | (3)
Puesto .qu"e los candidatos llegan en orden ‘a'lleatorio, es iguaimente probable que el
mejor candidato llegue en cualquier momento del proceso. De aqui que

Pr(B;) = ;ll- parai=1,...,n. 4)

De la ecuacién (1) resulta ahora que

1+ > Pr(AlB)| . o (5)

i=r+1

SuplOngase ahora que ocurre el proceso B;, esto es, el mejor candidato es la i-ésima
persona entrevistada (z = » + 1,...,n). En este caso, si no se ha detenido el proceso
antes de entrevistar al :-ésimo candidato, se detendrd entonces inmediatamente después
de la i-ésima entrevista y se contratard correctamente al mejor candidato. Por tanto, el
suceso de que el mejor candidato sea contratado es el mismo que el suceso de que no se
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detendra el proceso antes de las primeras i — 1 entrevistas. Este suceso es el mismo que
el suceso de que no existan contendientes entre los candidatos entrevistados en las etapas
r,r+1,...;4 — 1. A su vez, este suceso es el mismo que el suceso de que el mejor
candidato entre los i — 1 primeros esté entre los primeros » — 1 candidatos entrevistados.
- . Para analizar esta dltima afirmacién, se denomina -y al candidato que es realmente el
mejor entre los ¢ — 1 primeros. En primer lugar, sup6ngase que -« llega en cualquiera de
las etapas r,» +1,...,i — 1. En este caso, vy es un contendiente cuando es entrevistado
y se detendridn las entrevistas para contratarlo. Sin embargo, si se detiene el proceso se
habri fracasado porque el mejor de los n llega hasta la etapa . Supdngase, en lugar de
eso, que v llega entre los primeros r — 1 candidatos entrevistados. Entonces no habri
que contratarlo, puesto que no se debe detener el proceso antes de la etapa 7 y COmo vy
es mejor que cualquiera de los candldatos entrevistados en las etapas r,7+1,...,7i — 1,
el proceso no se detendra después dé ninguna de esas etapas. En este caso se lograrﬁ
seleccionar el mejor candidato en la etapa i.
Puesto que es igualmente probable que el mejor de los ¢ — 1 primeros candidatos
aparezca en cualquiera de las ¢ — 1 primeras etapas, la probabilidad de que realmente
aparezca entre las primeras » — 1 es (r — 1)/(i — 1). Por tanto, se establece que

pafai£r+1,...,n. 6)

or—1
Pr(A|B;) = T

De la ecuacién (5),

_1_ 1_*_1'—1_*_1'—14_ +r—1
Pr n r r4+1 n-—1

1 r—1 1 1 1 : O
= -+ -t — -+ ;
n n r r+1 n—1

Se debe encontrar el valor de r para el cual p, es un miximo. De la ecuacién (7),
después de algunos céculos resulta que

171 1 1
Pr+1—Pr—'T—l'(;+r+1+---+n_1—1). (®)
Se puede observar en la ecuacién (8) que la diferencia (pr4+1 — pr) es una funcién decre-
ciente de r. Mientras esta diferencia sea positiva, pr+1 serd mayor que p,. Sin embargo,
en cuanto esta diferencia sea negativa para algin valor de r, entonces p,,; serd menor
que p, y continuard decreciendo para todos los valores mayores de r. Por tanto, el valor
de r para el cual p, es un méximo serd el menor valor de r para el cual (p,4+1 —pr) <O0.
De la ecuacién (8) resulta ahora que se debe hallar el menor valor de r tal que

1 1 1 ' -
e —— < 1.
T r+1+ +n—1— , ®)
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Tabla 2.1

n r D,

[
O
{8

0.5

0.5

0.4583
0.4333
0.4278
0.4143
0.4098
0.4060
0.3987
0.3894
0.3842
12 0.3787
19 0.3742
38 0.3710
1000 369 0.3682

XA DL D HWWWNN

2
3
4
5
6
7
8
9
10
15
20
30
50
100

Se llama a este valor »*. La tabla 2.1, proporciona los valores de »* para varios valores
de n y también la probabilidad p,.. de contratar realmente al mejor candidato cuando se
utiliza el procedimiento basado en »~*.

Los valores de p,.. proporcionados por la tabla 2.1 son sorprendentemente grandes.
Cuando hay 10 candidatos, hay un 40% de posibilidades de contratar al mejor. Para
100 candidatos, hay un 37% de posibilidades de contratar al mejor e incluso para 1000
candidatos sigue habiendo un 37% de posibilidades de contratar al mejor.

Se observa que los valores de p,. de la tabla 2.1 no s6lo son sorprendentemente
grandes sino que decrecen sorprendentemente despacio cuando n aumenta. Es natural
investigar el comportamiento limite de p,. cuando n — oco. Se demostrard ahora que p,.-
decrece tan despacio que su limite inferior no llega a ser cero, independientemente de lo
grande que sea n. De hecho, p,- converge a un limite muy sencillo e interesante cuando
n — OQO.

El sencillo pero interesante valor limite

Puesto que »* es el menor valor de r para el cual se verifica la ecuacion (9), para valores
grandes de n se cumplird aproximadamente que

1 1 1
r_*+1'*+1 +”.+n—1
La suma de la parte derecha de la ecuacidén (10) es igual a la suma de las dreas de los
rectingulos sombreados de la figura 2.3 y puede ser aproximada por la integral siguiente:

=~ 1. (10)

/ 1 dz = logn — logr* = log % (11)

Tanto aqui como en el resto del libro, la abreviatura log se utiliza para representar al
logaritmo natural, esto es, el logaritmo con base e.
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Figura 2.3 Aproximacién de la suma por una integral.

De la ecuacién (10), resulta entonces que

n

»log el 1. \ ‘ (12)
Por tanto,

rt = i—(n) = 0.3679 n. | (13)

La interpretacién de la ecuacién (13) es que el mejor procedimiento para valores
grandes de n tiene aproximadamente la siguiente forma sencilla: El proceso de entrevista
no se detendri hasta haber encontrado la proporcién 0.3679 del total de los candidatos. A
partir de aqui, el proceso se detendra en cuanto aparezca el primer contendiente, el cual
seri contratado. .

'~ Ademds, de las ecuaciones (10), (7) y (13) resulta que

Pre N -% ~ % = 0.3679. ' : (14)

Entonces, la probabilidad de contratar al mejor candidato es aproximadamente 1/e =
= 0.3679, independientemente del tamaiio de n. De hecho, se puede demostrar que
pr+ > 1/e para cualquier valor finito de n y que

lim p.. = %. (15)

72—+ 00

Juegos de salon

Ahora se describen dos juegos en los cuales se pueden verificar los resultados recién
expuestos. Uno de los juegos es individual y el otro es para dos personas. Para jugar al
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primero se escriben los nimeros del 1 al 50 en distintas papeletas que se depositan en una
urna. Como se muestra en la tabla 2.1, el valor de r* para n = 50 es 19. Por tanto, se
empieza extrayendo de la urna 18 papeletas al azar y sin reemplazamiento y se apuntan
sus nimeros. Entonces se sigue extrayendo papeletas de una en una, sin reemplazamiento,
hasta obtener una con un nimero X mayor que el de las previamente extraidas. Se gana
si X = 50 y se pierde si la papeleta con el nimero 50 estaba entre las primeras 18
o si X < 50. Como se indica en la tabla 2.1, la probabilidad de ganar es aproxima-
damente 0.37.

En el segundo juego, el primer jugador escribe sin revelar al otro 50 nimeros distintos
(no necesariamente enteros) en otras tantas papeletas. Se extraen las papeletas de 1a urnade
una en una, sin reemplazamiento, se observan y se apuntan los nimeros de cada papeleta
extraida. Como antes, no se interrumpe el proceso durante las 18 primeras extracciones y
entonces, a partir de 1a papeleta diecinueve, se para al obtener una papeleta con un nimero
X mayor que los previamente extraidos. Se gana si X es el mayor de los 50 nimeros
escritos en las papeletas. De nuevo, la probabilidad de ganar es aproximadamente 0.37.

Aunqgue en cualquiera de estos juegos se empleen 500 6 50000 papeletas, la proba-
bilidad de ganar sigue siendo mayor que 0.36. Por tanto, si se juega al segundo juego
sucesivas veces con otra persona deber4 ganarse aproximadamente una de cada tres veces.
Si el contrincante no est4 enterado de la efectividad del procedimiento, se puede conseguir
ganarle algunas apuestas.

2.6 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. Supéngase que A, B y D son tres sucesos cualesquiera tales que Pr(A|D) >
> Pr(B|D) y Pr(A|D?¢) > Pr(B|D¢). Demuéstrese que Pr(A) > Pr(B).

2. Para tres sucesos cualesquiera A, B y D tales que Pr(D) > 0, demuéstrese que
Pr(AU B|D) = Pr(A|D) + Pr(B|D) — Pr(AB|D).

3. Supébngase que A y B son sucesos independientes tales que Pr(A4) = 1/3 y Pr(B) >
> 0. ;Cudl es el valor de Pr(A U B¢|B)?

4. Supéngase que A y B son sucesos tales que Pr(A4) = 1/3, Pr(B) = 1/5y Pr(A|B)+
+ Pr(B|A) = 2/3. Calciilese Pr(A° U B°).

5. Sup6ngase que A, B y D son sucesos tales que A y B son independientes,
Pr(ABD) = 0.04, Pr(D|AB) = 0.25 y Pr(B) = 4Pr(A). Calciilese Pr(A U B).

6. Supdngase que en diez lanzamientos de un dado equilibrado, el nimero 6 apareci6
exactamente tres veces. ;Cudl es la probabilidad de que en los tres primeros lanza-
mientos aparezca el nimero 6?

7. Supdngase que un dado equilibrado se lanza repetidas veces hasta que aparece el
mismo nimero en dos lanzamientos sucesivos y sea X el nimero de lanzamientos
necesarios para ello. Determinese el valor de Pr(X = z) paraz = 2,3, ...
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Supéngase que el 80% de los estadisticos son timidos, mientras que solamente el
15% de los economistas son timidos. Supdngase también que el 90% de las personas
en una reunién son economistas y el otro 10% son estadisticos. Si en la reunién
se conoce a una persona timida, ;cuél es la probabilidad de que esa persona sea un
estadistico?

. En tres factorias distintas A, B y C se fabrican los coches de una cierta marca. La
factoria A fabrica el 20% del total de coches de dicha marca; B fabricael 50% y C
fabrica el 30%. Sin embargo, el 5% de los coches producidos en A son verdes; el 2%
de los fabricados en B son verdes y el 10% de los fabricados en C son verdes. Si se
compra un coche de esa marca y resulta ser de color verde ;cudl es la probabilidad
de que haya sido fabricado por la factoria A?

Supéngase que el 30% de las botellas fabricadas en una planta son defectuosas. Si
una botella es defectuosa, la probabilidad de que un controlador la detecte y 1a saque
de la cadena de produccién es 0.9. Si una botella no es defectuosa, la probabilidad
de que el controlador piense que es defectuosa y la saque de 1a cadena de produccién
es 0.2. (a) Si una botella se saca de 1a cadena de produccién, jcuél es la probabilidad
de que sea defectuosa? (b) Si un cliente compra una botella que no ha sido sacada
de la cadena de produccién, jcudl es la probabilidad de que sea defectuosa?

Supéngase que se lanza una moneda equilibrada hasta que aparece una cara y que
entonces se raliza este experimento por segunda vez; ;Cudl es la probabilidad de que
en el segundo experimento se necesiten més lanzamientos que en el primero?

Supbngase que una familia tiene exactamente n hijos (n > 2) y que la probabilidad
de que uno de ellos sea niiia es 1/2 y que todos los cumpleafios son independientes.
Dado que la familia tiene al menos una nifia, determinese la probabilidad de que la
familia tenga al menos un nifo.

Supbngase que una moneda equilibrada se lanza independientemente n veces. Deter-
minese la probabilidad de obtener exactamente n — 1 caras, dado (a) que se obtienen
al menos n — 2 caras y (b) que se obtienen caras en los primeros n — 2 lanzamientos.

Supdngase que se seleccionan 13 cartas aleatoriamente de un mazo de 52 cartas. (a)
Si se sabe que ha sido seleccionado al menos un as, jcuél es la probabilidad de que
hayan sido seleccionados al menos dos ases ? (b) Si se sabe que ha sido seleccionado
el as de corazones, ;cudl es la probabilidad de que hayan sido seleccionados al menos
dos ases?

Supdbngase que se introducen n cartas en n sobres, como en el problema de coinciden-
cias de la seccién 1.10, y sea g, la probabilidad de que ninguna carta sea introducida
correctamente en su sobre. Demuéstrese que la probabilidad de que sea introducida
exactactamente una carta en el sobre correcto es ¢, _i.

Considérense de nuevo las hip6tesis del ejercicio 6 de la seccién 1.11. Si exacta-
mente uno de los dos estudiantes A y B estd en clase un dia concreto, ;cudl es la
probabilidad de que sea A?
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Considérense de nuevo las hipdtesis del ejercicio 6 de la seccién 1.11. Si exacta-
mente uno de los dos estudiantes A y B estd en clase un dia concreto, ;jcudl es la
probabilidad de que sea A?

Considérense de nuevo las hip6tesis del ejercicio 1 de 1a seccién 1.10. Si una familia
seleccionada aleatoriamente en la ciudad estd suscrita exactamente a uno de los tres
peri6édicos A, B y C, jcudl es la probabilidad de que sea al periédico A?

Tres prisioneros A, B y C saben que van a ser ejecutados dos de ellos, pero no
quiénes. A sabe que el vigilante no le dir4 si va a ser él, pero pregunta por el
nombre de un prisionero distinto que vaya a ser ejecutado. El vigilante le responde
que serd B. Con esta respuesta, A razona del modo siguiente: Antes de hablar con
el vigilante, la probabilidad de ser él uno de los ejecutados era 2/3. Después de la
consulta al vigilante, sabe que el otro ejecutado serd él o C'. Asi pues, la probabilidad
de ser ejecutado es ahora 1/2. Entonces, gracias a la pregunta, su probabilidad de ser
ejecutado se redujo de 2/3 a 1/2. Como quiera que podia haber llegado al mismo
razonamiento con independencia de la respuesta del vigilante, expéngase d6nde est4
el error en el razonamiento del prisionero.

Tres nifios, A, B y C, estdn jugando al tenis. En cada partido, dos de los nifios
juegan uno contra otro y el tercero no juega. El ganador de cada partido n juega de
nuevo en el partido n + 1 contra el nifio que no jugé en el partido n y el perdedor
del partido n no juega en el partido n + 1. La probabilidad de que A venza a B
en cualquier partido que jueguen uno contra otro es 0.3; la probabilidad de que A
venza a C es 0.6 y la probabilidad de que B venza a C es 0.8. Represéntese este
proceso como una cadena de Markov con probabilidades de transiciOn estacionarias
definiendo los estados posibles y construyendo la matriz de transicién.

Considérese de nuevo la cadena de Markov descrita en el ejercicio 20. (a) De-
terminese la probabilidad de que dos nifios que juegan uno contra otro en el primer
partido, jueguen uno contra otro en el cuarto partido. (b) Demuéstrese que esta
probabilidad no depende de qué dos nifios jueguen en el primer partido.

Supdngase que cada uno de los jugadores A y B tienen un capital inicial de 50
délares y que existe una probabilidad p de que el jugador A gane en una jugada al
jugador B. Supé6ngase, también, que un jugador le puede ganar al otro un délar en
cada jugada o que pueden doblar las apuestas y uno puede ganar dos délares al otro
en cada jugada. ;Para cudl de estas dos condiciones tiene A mayor probabilidad de
ganar el capital inicial de B antes de perder su propio capital para alcanzar una de
las siguientes condiciones: (a) p < 1/2; (b) p > 1/2; (¢) p = 1/2?
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3.1 VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES DISCRETAS

Definicion de variable aleatoria

Considérese un experimento cuyo espacio muestral es el conjunto S. Una funcién con
valores reales que estd definida sobre el espacio .S recibe el nombre de variable aleatoria.
En otras palabras, en un experimento concreto, una variable aleatoria X serfa una funci6n
que asigna un nimero real X (s) a cada resultado posible s € S.

Ejemplo 1: Lanzamiento de una moneda. Considérese un experimento en el que se
lanza una moneda diez veces. En este experimento se puede considerar que el espacio
muestral es el conjunto de resultados consistente en las 21° sucesiones distintas posibles
de diez caras y cruces y la variable aleatoria X podria ser el nimero de caras obtenidas
en los diez lanzamientos. Para cada sucesién posible s formada por diez caras y cruces,
esta variable aleatoria asignaria entonces un nimero X () igual al nimero de caras en la
sucesién. Por tanto, si s es la sucesién HHTTTHTTTH, entonces X(s) = 4. q

Ejemplo 2: Seleccién de un punto en el plano. Sup6ngase que se selecciona un punto
en el plano zy de acuerdo con una distribucién de probabilidad especifica. Asi cada
resultado del espacio muestral es un punto de la forma s = (z, y). Si la variable aleatoria
X se define como la coordenada z del punto seleccionado, entonces X (s) = z para cada
resultado s. Otra variable aleatoria posible Y para este experimento es la coordenada y

93
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del punto seleccionado. Una posible tercera variable aleatoria Z es la distancia del, ongen
al punto seleccionado. Estas variables aleatorias estin definidas por las func1ones '

Y(s)=y y Z(s)=@+y)/2 <

Ejemplo 3: Medicién de la estatura de una persona. Con31dérese un expenmento en
el que se selecciona una persona al azar de una poblacién y se mide su estatura en
centimetros. Esta estatura es una variable aleatoria. <«

Distribucién de una variable aleatoria

Cuando se ha especificado una distribucién de probabilidad en el espacio muestral de
un experimento, se puede determinar una distribucién de probabilidad para los valores
posibles de cualquier variable aleatoria X. Sea A cualquier subconjunto de la recta real
y sea Pr(X € A) la probabilidad de que el valor de X pertenezca al subconjunto A.
Entonces Pr(X € A) es igual a la probabilidad de que el resultado s del experimento sea
tal que X (s) € A. En simbolos,

Pr(X € A) = Pr{s: X(s) € A}.

Ejemplo 4: Lanzamiento de una moneda. Considérese de nuevo un experimento en el
que se lanza una monéda diez veces -y sea X el nimero de caras que se obtienen. En
este experimento, los valores posibles de X son 0,1,2,...,10 y como se explicé en el
ejemplo 2 de la secci6n 1.8,

Pr(X:a:):(IxO)Q% paraz =0,1,2,...,10. "~ «a
Ejemplo 5: Seleccién de un punto en un rectdngulo. Considérese un experimento en.el
que se selecciona aleatoriamente un punto s = (z, y) del rectdngulo S = {(z,y) : 0 <
<z <2y0<y< 1/2} representado en la figura 3.1. El 4rea del rectdngulo S es 1 y.
sup6ngase que la probabilidad de que el punto seleccionado esté contenido en cualquier
subconjunto concreto de S es igual al 4rea de ese subconjunto. Si la variable aleatoria X
es la coordenada z del punto seleccionado, entonces para cualesquiera niimeros y :cg"
tales que 0 < z; < z2 < 2, resulta que Pr(z; < X < ) ser4 igual al 4rea de 1a porcuSn
sombreada de la figura 3.1. Por tanto,

Pr(z; < X <z2) = -2-(:22 —z1). q

Distribuciones discretas

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién discreta si X s6lo puede tomar
un ndmero finito k& de valores distintos i, ..., z; O, a 1o sumo, una sucesién infinita de
valores distintos z;, z2, ... Si una variable aleatoria X tiene una distribuci6n discreta, la
funcién de probabilidad (abreviada f.p.) de X se define como la funcién f tal que para
cualquier nimero real z,

flz) = Pr(X = z).
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Para cualquier punto £ que no es uno de los valores posibles de X, es evidente que
f (z) = (0. También, si la sucesién z;, z,, . ;- incluye todos los valores posibles de X,
entonces Y .o, f(zi) = 1. En la figura 3.2 est4 representada una tipica f.p. en la que
cada segmento vertical representa el valor de f(z) correspondiente a un valor posible z.
La suma de las alturas de los segmentos verticales en esa figura debe ser 1.

Si X tiene una distribuci6n discreta, se puede determinar la probabilidad de cualquier
subconjunto A de la recta real a partir de la relacién

Pr(X € A)= > f(z).

T;EA

- Se ilustran estos conceptos cons1derando dos tipos especificos de distribuciones dis-
cretas LT :

—

Figura 3.1 Puntos donde z; _<_ X(s) < z2.,

A 1

Xy X5 X3 0 X4

Figura 3.2 Ejemplo de una f.p.
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Distribucién uniforme sobre enteros

Supéngase qu_é es igualmente verosimil que el valor de la variable aleatoria X sea cual-
quiera de los k enteros 1,2, ..., k. Entonces la f.p. de X es la siguiente:

1
f(:c)—{; para z =1,2,... k,

0 en otro caso.

Esta distribucién discreta se denomina la distribucion discreta sobre los enteros 1,
2,..., k. Representa el resultado de un experimento que a menudo se describe diciendo
que se selecciona al azar uno de los enteros 1,2,...,k. En este contexto, la frase “al
azar” significa los k£ enteros tienen la misma probabilidad de ser seleccionados. En este
mismo sentido, no es posible seleccionar un entero al azar del conjunto de rodos los
enteros positivos porque no es posible asignar la misma probabilidad a cada uno de los
enteros positivos y que la suma de estas probabilidades siga siendo igual a 1. En otras
palabras, no se puede asignar una distribucién uniforme a una sucesién infinita de valores
posibles, pero se puede asignar una distribucién de este tipo a cualquier sucesién finita.

Distribucién binomial

Supdngase que una méiquina produce un articulo defectuoso con probabilidad p (0 < p <
< 1) y produce uno no defectuoso con probabilidad ¢ = 1 — p. Sup6ngase, ademds, que
se examinan n articulos independientes producidos por la miquina y sea X el ntimero
de estos articulos que son defectuosos. Entonces, la variable aleatoria X tendri una
distribucién discreta y los valores posibles de X serdn 0,1,2,...,n.

Este ejemplo es anilogo al ejemplo 4 de la seccién 1.11. Para z = 0,1,...,n, la
probabilidad de obtener cualquier sucesién ordenada concreta de n articulos conteniendo
exactamente x defectuosos y n — z no defectuosos es p“q"~*. Puesto que hay (’;)
sucesiones ordenadas distintas de este tipo, resulta que

Pr(X =z)= (;‘) P

Por tanto, la f.p. de X sera la siguiente:

n r n—zr L
f(x):{(x>pq para z=0,1,...,n, %)

0 en otro caso.

La distribucién discreta representada por esta f.p. se denomina distribucion binomial
con pardmetros n 'y p. Esta distribucién es muy importante en probabilidad y estadistica
y se discutird con més detalle en posteriores capitulos de este libro.

Al final de este libro se proporciona una pequeiia tabla de valores para la distribucién
binomial. A partir de esta tabla, se puede obtener, por ejemplo, que si X tiene una
distribucién binomial con pardmetros n = 10 y p = 0.2, entonces Pr(X = 5) = 0.0264
y Pr(X > 5) = 0.0328.
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EJERCICIOS

L

SupOngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién discreta con la si-
guiente f.p.:

flz) = cx para z=1,2,3,4,5,
en otro caso.

Determinese el valor de la constante c.

Supbngase que se lanzan dos dados equilibrados y sea X el valor absoluto de la
diferencia entre los dos nimeros que aparecen. Determinese y represéntesela f.p.
de X.

. Supdéngase que se realizan 10 lanzamientos independientes de una moneda equili-

brada. Determinese la f.p. del nimero de caras que se obtienen.

Supéngase que una urna contiene 7 bolas rojas y 3 azules. Si se seleccionan 5 bolas
aleatoriamente, sin reemplazam1ento, determinese la f.p. del nimero de bolas rojas
que se obtienen.

Supéngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial con paréme-
tros n = 15 y p = 0.5. Calcilese Pr(X < 6). :

Supéngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial con paréme—
tros n = 8 y p = 0.7. Calcilese la Pr(X > 5) utilizando la tabla que se encuentra
al final del libro. Sugerencia: Utilicese el hecho de que Pr(X > 5) = Pr(Y < 3),
donde Y tiene una distribucién binomial con pardmetros n = 8 y p = 0.3.

. Si el 10% de las bolas de una urna son rojas y se selecciona al azar y con reem-

plazamiento el 20%, ;cuél es la probablhdad de que se obtengan més de tres bolas
rojas?

. Supéngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién discreta con la si-

guiente f.p.:

C
f(a:)—{x—2 para =z =1,2,...,

0 en otro caso.

Encuéntrese el valor de la constante c.

. Demuéstrese que no existe un nimero c¢ tal que la siguiente funcién sea una f.p.:

f(x)_{i— para z =1,2,...,

0 en otro caso.
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A A 1)

a b
Figura 33 Ejemplo de una f.d.p.

3.2 DISTRIBUCIONES CONTINUAS

Funcién de densidad de probabilidad

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucidn continua si existe una funcién
no negativa f, definida sobre la recta real, tal que para cualquier intervalo A,

Pr(X € A) = L f(:c)‘d:c. ‘ (1)

La funcién f se denomina funcién de densidad de probabilidad (abreviada f.d.p.) de X.
Entonces, si una variable aleatoria X tiene una distribucién continua, la probabilidad de
que X pertenezca a cualquier subconjunto de la recta real se puede obtener integrando la
f.d.p. de X sobre ese subconjunto. Toda f.d.p. debe satisfacer los dos requisitos siguientes:

f(z) =20 (2)

/ f(z) dz = 1. 3)

En la figura 3.3 se muestra una f.d.p. tipica. En esa figura, el 4rea total bajo la curva
debe ser 1 y el valor de Pr(a < X < b) es igual al drea de la regi6én sombreada.
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No unicidad de la f.d.p.

Si una variable aleatoria X tiene una distribucién continua, entonces Pr(X = x) = 0 para
todo valor individual z. Debido a esta propiedad, los valores de cualquier f.d.p. se pueden
modificar en un mimero finito de puntos, o incluso en una sucesién infinita de puntos, sin
alterar el valor de la integral de la f.d.p. sobre cualquier subconjunto A. En otras palabras,
los valores de una f.d.p. de una variable aleatoria X se pueden modificar arbitrariamente
en una sucesion infinita de puntos sin afectar las probabilidades que involucran a X, esto
es, sin afectar la distribucién de probabilidad de X.

Precisamente en este sentido, la f.d.p. de una variable aleatoria no es tunica. En
muchos problemas, sin embargo, existird una versién de la f.d.p. mis natural que cualquier
otra porque para esta version la f.d.p. sera, en la medida de lo posible, una funcién continua
sobre la recta real. Por ejemplo, la f.d.p. representada en la figura 3.3 es una funcién
continua sobre toda la recta real. Esta f.d.p. podria ser modificada arbitrariamente en
unos pocos puntos sin afectar la distribucién de probabilidad que representa, pero estos
cambios introducirian discontinuidades en la f.d.p. sin introducir ventajas aparentes.

En general, a lo largo de este libro se procede como sigue: Si una variable aleatoria
X tiene una distribucién continua, se daré s6lo una version de la f.d.p. de X y se hari refe-
rencia a esa versién como la f.d.p. de X, como si hubiese sido determinada univocamente.
Deberia recordarse, sin embargo, que existe cierta libertad en la selecciéon de la versién
particular de la f.d.p. que se utiliza para representar cualquier distribucién continua.

Ahora se ilustran estos conceptos con algunos ejemplos.

La distribucion uniforme sobre un intervalo

Sean a y b dos nimeros reales tales que a < b y considérese un experimento en el que se
selecciona un punto X del intervalo S = {z : a < # < b} de forma que la probabilidad
de que X pertenezca a cualquier subintervalo de S es proporcional a la longitud de
ese subintervalo. Esta distribucién de la variable aleatoria X se denomina distribucion
uniforme sobre el intervalo (a, b). Aqui X representa el resultado de un experimento que
a menudo se describe diciendo que se selecciona al azar un punto del intervalo (a, ). En
este contexto, la frase “al azar” significa que tan verosimil es seleccionar el punto de una
parte concreta del intervalo como de cualquiera otra.

Puesto que X debe pertenecer al intervalo S, 1a f.d.p. f(z) de X debe ser 0 fuera de
S. Ademais, puesto que cualquier subintervalo de S de longitud dada es tan verosimil que
contenga a X como cualquier otro subintervalo de su misma longitud, independientemente
de la localizacion del subintervalo de S, resulta que f(z) debe ser constante en todo S.
También,

[5 F(z) dx:/ab f(z) dz = 1. (4)

Por tanto, el valor constante de f(z) en todo S debe ser 1/(b — a) y la f.d.p. de X debe
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ser la siguiente:

fz)={ b_q PEaes=ShH )

0 . en otro caso.

En la ﬁgh}a 3.4 se muestra esta f.d.p.

RS

[ P

Figura 3.4 La f.d.p. de una distribuci6n uniforme.

De acuerdo con la ecuacién (5), la f.d.p. que representa una distribucién uniforme
en un intervalo concreto es constante en ese intervalo 'y el valor'constante de la f.d.p. es
el reciproco de la longitud del intervalo. No es posible definir una distribucién uniforme
en el intérvalo z > a porque la longxtud de este intervalo e$ infinita.

Considérese-de nuevo la distribucién uniforme en el intervalo (a,b). Puesto que la
probabilidad de que se seleccione uno de los puntos extremos a 0 b es 0, es irrelevante
la distribucién que se considere como una distribucién uniforme en el intervalo cerrado
a < z < b, como una distribucién uniforme en el intervalo abierto a <z< b o como una
distribucién uniforme en el intervalo semi abierto (a b), en el que uno de los extremos
se incluye y el otro no.

Por ejemplo, si una variable aleatoria X tiene una dlsmbucxén uniforme en el inter-
valo (—1,4), entonces la f.d.p. de X es

f(;r).-‘ -;; para -—1'_<_ z < 4,

0 en otro caso.

Ademas,

2 -
Pr(ogxgz)zf f(;r:)d;r:_—_.é_.
0 .
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Ejenplo 1: Célculo de probabilidades a partir de una f.d p Supéngase que la f. d p. de
una variable aleatoria X es la 51gu1ente

LER i ke

donde c¢ es una constante dada. Se determinard el valor de ¢ y también los valores de
Pr(l1< X <2)yPr(X >2).
Para toda f.d.p. debe ser cierto que [ f(z) = 1. Por tanto, en este ejemplo,

. _
/ cx dr =8c=1.
0

De donde ¢ = 1/8. Resulta que

Pril< X <2)= /2‘1;‘@— 3
=t =TT ) 8T 16
y
DN 3
PI(X>2)—T~/2 -S—wdm_z- <

Ejemplo 2: Variables aleatorias no acotadas. A menudo es conveniente y til representar
una distribucién continua por una f.d.p. que es positiva en un intervalo no acotado de la
recta real. Por ejemplo, en un problema prictico, el voltaje X de cierto sistema eléctrico
puede ser una variable aleatoria con una distribucién continua que se puede representar
aproximadamente por la f.d.p.

0 para z <0,

== ].
f(.’l!) (1+—x)2- para = > 0. (6

Se puede comprobar que las propiedades (2) y (3) requeridas para todas las f.d.p. se
satisfacen para f(z).

A pesar de que en la realidad el voltaje X puede estar acotado, la f.d.p. (6) puede
proporcionar una buena aproximacién para la distribucién de X sobre todo su intervalo
de valores. Por ejemplo, supéngase que se sabe que el maximo valor posible de X es
1000, en cuyo caso Pr(X > 1000) = 0. Cuando se utiliza la f.d.p. (6), se obtiene que
Pr(X > 1000) = 0.001. Si (6) representa adecuadamente la variabilidad de X” en el
intervalo (0, 1000), entonces puede ser més conveniente utilizar la f.d.p. (6) que la f.d.p.
que es andloga a (6) para = < 1000, salvo por una nueva constante de normalizacién, y
es igual a 0 para z > 1000. <«
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Ejemplo 3: fd.p. no acotada. Puesto que un valor de una f.d.p. es una densidad de
probabilidad y no una probabilidad, tal valor puede ser mayor que 1. De hecho, los
valores de la siguiente f.d.p. no estdn acotados en el entorno de z = 0.

2 _is

-z ara O< <1,

f(z) = { 3 P Q)
0 en otro caso.

Se puede comprobar que a pesar de que la f.d.p. (7) no estd acotada, se satisfacen las
propiedades (2) y (3) requeridas para una f.d.p. <

Distribuciones mixtas

La mayoria de las distribuciones que se encuentran en problemas practicos son discretas
o continuas. Ahora se demostrard, sin embargo, que algunas veces puede ser necesario
considerar una distribucién que es una mezcla de una distribucién discreta y una continua.

Supéngase que en el sistema eléctrico considerado en el ejemplo 2, el voltaje X se
va a medir con un voltimetro que registra el valor real de X si X < 3, pero si X > 3,
registra simplemente el valor 3. Si se define Y como el valor registrado por el voltimetro,
entonces la distribucién de Y se puede obtener como sigue:

En primer lugar, Pr(Y = 3) = Pr(X > 3) = 1/4. Puesto que el valor Y = 3 tiene
probabilidad 1/4, resulta que Pr(0 < Y < 3) = 3/4. Ademds, puesto que Y = X para
0 < X < 3, esta probabilidad 3/4 para Y se distribuye sobre el intervalo 0 < Y < 3
segin la misma f.d.p. (6) con que X se distribuye sobre el mismo intervalo. Entonces,
la distribucién de Y se especifica por la combinacién de una f.d.p. sobre el intervalo
0 < Y < 3 y una probabilidad positiva en el punto Y = 3.

EJERCICIOS

1. Supbngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:

4

(1 — 23 : . 1,
() {3( z°) para 0 <z <

0 en otro caso.

Represéntese esta f.d.p. y determinense los valores de las probabilidades siguientes:

(a) Pr (X < -;—) (b) Pr (i <X < %) ’(c) Pr (X > %) .
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. Supéngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:

1
f(x):{ﬁg(g—x2) para —3 <z <3,
0 en otro caso. -

Represéntese esta f.d.p. y determinense los valores de las probabilidades siguientes:

(a) Pr(X <0) (b) Pr(-1< X <1) (c¢) Pr(X > 2).

. Supéngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:

f(z) = {cm2 para 13:1:52,
en otro caso.

(a) Determinese el valor de 1a constante c y represéntese la f.d.p.
(b) Determinese el valor de Pr(X > 3/2).

. Supéngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:

1
:L' ara 0 <z <4,
f(z) = { P
0 en otro caso.

(a) Determinese el valor de ¢ tal que Pr(X <1t) = 1/4.
(b) Determinese el valor de ¢ tal que Pr(X >t) = 1/2.

. Sea X la variable aleatoria cuya f.d.p. es la indicada en el ejercicio 4. Después de
haber observado el valor de X, sea Y el entero mas pr6ximo a X. Determinese la
f.p. de la variable aleatoria Y.

. Supéngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme en el intervalo
(-2, 8). Determinese la f.d.p. de X y el valor de Pr(0 < X < 7).

. Sup6ngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:
_ Jce™*® para x>0,
f(=) = { 0 en otro caso.

(a) Determinese el valor de la constante ¢ y represéntese la f.d.p.
(b) Determinese el valor de Pr(1 < X < 2).
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8. Demuéstrese que no existe un nimero c tal que la funcién f(z) siguiente sea una
f.d.p.

¢ ara >0
f(x)={1+w ’ ’

0 en otro caso.

9. Supébngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:

c

flz) = { (1 —z)1/2
0

para 0 <z <1,

€n oro caso.

(a) Determinese el valor de la constante ¢ y represéntese la f.d.p.
(b) Determinese el valor de Pr(X < 1/2).

10. Demuéstrese que no existe un nimero ¢ tal que la funcién f(:c) siguiente sea una
f.d.p.

[

— para O0<z <1,
o= {5 7
0 en otro caso.

33 FUNCION DE DISTRIBUCION

Definicion y propiedades basicas

La funcién de distribucién F' de una variable aleatoria X es una funcién definida para
cada nimero real x como sigue: :

F(z) =Pr(X < z) para — oo »< z < oco. @))

Debe subrayarse que la funcién de distribucién se define de esta forma para toda va-
riable aleatoria X, independientemente de si la distribuciéon de X es discreta, continua
o mixta. La abreviatura de funcién de distribucion es f.d. Algunos autores utilizan el
término funcion de distribucion acumulativa, en vez de funcién de distribucién y utilizan
la abreviatura f.d.a.

De la ecuacion (1) se deduce que la f.d. de una variable aleatoria X es una funcién F'
definida sobre la recta real. El valor de F'(z) para cualquier punto x debe ser un nimero
del intervalo 0 < F'(z) < 1 porque F(z) es la probabilidad del suceso {X < z}.

Adema3s, resulta de la ecuacion (1) que la f.d. de cualquier variable aleatoria X debe
tener las tres propiedades siguientes:
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‘Propiedad 1. La funcién F(z) es no decreciente a medida que = crece; esto es, si
zy < o, entonces F(z1) < F(z3). )

Demostraci6én. Si z1 < z2, entonces la ocurrencia del suceso {X < z;} también implica
que el suceso {X < z2} ha ocurrido. De aqui que, Pr{X < z;} < Pr{X < z,}. «

En la figura 3.5 se presenta un ejemplo de una f.d. Se muestra en esa figura que
0 < F(z) < 1 sobre toda la recta real. Ademas, F'(x) siempre es no decreciente a medida
que z crece, aunque F'(z) es constante sobre el intervalo z1 < z < z2 y para = > z4.

Propiedad 2. lim;._ F(z)=0 y limy oo F(z)=1.

Demostracién. Estos valores limite se deducen directamente del hecho de que Pr(X <
< z) debe aproximarse a 0 cuando £ — —oo y Pr(X < z) debe aproximarse a 1 cuando
x — oo. Estas relaciones se pueden demostrar rigurosamente utilizando los ejercicios 11
y 12 de la seccién 1.10. <«

En la figura 3.5 se indican los valores limite especificados en la propiedad 2. En esta
figura, el valor de F'(x) de hecho toma el valor 1 en el punto x = z4 y permanece con
un valor constante 1 cuando z > z4. Por tanto, se puede concluir que Pr(X < z4) =1
y Pr(X > z4) = 0. Por otro lado, de acuerdo con la gréfica de la figura 3.5, el valor
de F(x) se aproxima a 0 a medida que z — —oo, pero no toma el valor 0 en ningin
punto finito . De aqui que, para cualquier valor finito de z, por pequefio que sea,
Pr(X <z)>0.

A F(x)

0 Xy ' X3 X3

Figura 3.5 Un ejemplo de f.d.
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Una f.d. no necesita ser continua. De hecho, F(z) puede tener un mimero cualquiera
de saltos. En la figura 3.5, por ejemplo, tales saltos o puntos de discontinuidad aparecen
cuando £ = z; y z = z3. Para cualquier valor fijo z, se define F'(z~) como el limite de
los valores de F'(y) cuando y tiende a = por la izquierda, esto es, cuando y tiende a z a
través de valores menores que z. En simbolos,

F(z™) = !}l_l"l’}: F(y).
y<z

Anilogamente, se define F(z*) como el limite de los valores de F'(y) cuando y tiende a
z por la derecha. Entonces,

F(z*) = Jim F(y).
y>z

Si la f.d. es continua en un punto z, entonces F(z~) = F(z%) = F(z) en ese punto.
i

Propiedad 3. Una f.d. siempre es continua por la derecha; esto es, F(z) = F(z%)
en todo punto .

Demostracién. Sea y; > y, > --- una sucesién decreciente de nimeros tales que
limp .o yn = z. Entonces, el suceso {X < z} es la interseccién de todos los suce-
sos {X < yn} para n = 1,2,.... Por tanto, por el ejercicio 12 de la secci6én 1.10,

F(z) =Pr(X <z) = nli_’n;lo Pr(X <Y,)= F(z%). <

Se deduce de la propiedad 3 que para cualquier punto z en el que F(z) da un salto,

F(zt)=F(z) y F(z7)< F(z).

En la figura 3.5 se ilustra esta propiedad con el hecho de que en los puntos de discon-
tinuidad ¢ = z; y z = z3, el valor de F'(z,) se considera como 2; y el valor de F(z3)
se considera como zs.

Determinacion de probabilidades a partir de la funcién de distribucién

Si se conoce la f.d. de una variable aleatoria X, entonces se puede determinar la proba-
bilidad de que X esté en cualquier intervalo de la recta real a partir de la f.d. Se deduce
esta probabilidad para cuatro tipos distintos de intervalos.

Teorema 1. Para cualquier valor z,
Pr(X >z)=1-— F(z). (2)

Demostracién. Puesto que Pr(X > z) = 1 — Pr(X < z), la ecuacién (2) resulta de la
ecuacién (1). «
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Teorema 2. Para cualesquiera valores concretos x, y x3 tales que z; < z3,
Pr(a:l <X < :!?2) = F(zz) — F(a:l). V ' (3)

Demostracién. Pr(z; < X < z;) = Pr(X < z,) — Pe(X < ;). Por fanto, la
ecuacion (3) se deduce directamente de la ecuacion:(1). <«

Por ejemplo, si la f.d. de X es como se muestra en la figura 3.5, resulta de los
teoremas 1 y 2 que Pr(X > z2) = 1 — z; y que Pr(z2 < X < z3) = z3 — 2;. Ademis,
puesto que F'(z) es constante sobre el intervalo z; < z < z9, entonces Pr(z; < X <
S :L'z) = 0.

Es importante distinguir cuidadosamente entre las desigualdades estrictas y las dé-
biles que aparecen en todas las relaciones previas asi como en el teorema siguiente. Si
existe un salto en F'(x) en un punto z concreto, entonces los valores de Pr(X < z) y
Pr(X < z) seran distintos.

Teorema 3. Para cualquier valor z,
Pr(X < z)=F(z7). : : (C))
Demostracién. Sea y; < y2 < --- una sucesién creciente de nimeros tales que limy,

yn = z. Entonces se puede demostrar que

(e o]

(X <z} = J{X <)

n=1
Por tanto, resulta del ejercicio 11 de la seccién 1.10 que
Pr( X <z)= nlergo Pr(X < yn) |
= nlingo F(y,) = F(z™). q
Por ejemplo, para la f.d. representada en la figura 3.5, Pr(X < z3) = 2z2 y
Pr(X < z4) =1.
Finalmente, se demostrara que para cualquier valor  concreto, Pr(X = z) es igual

"~ a la altura del salto que da F' en el punto . Si F es continua en el punto z, esto es, si
F no presenta un salto en el punto z, entonces Pr(X = z) = 0.

Teorema 4. Para cualquier valor z,
Pr(X =z)= F(z*) - F(z™). 5)
Demostracién. Siempre es cierto que P.r(X =z) =Pr(X <z)-Pr(X < z). La

relacién (5) resulta del teorema 3 y del hecho de que Pr(X < z) = F(z) = F(z%) para
todo punto. <
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En la figura 3.5, por ejemplo, Pr(X = z;) = z; — 2o, Pf(X = z3) = 23 — 2z, y la
probabilidad de cualquier otro valor de X es 0.

Funmén de distribuciéon de una distribucidon discreta

A partlr de la definicién y propiedades de una f.d. F(z), resulta que si Pr(a < X <
< b) = 0 para dos nimeros a y b (a < b), entonces F(z) serd constante y horizontal
sobre el intervalo ¢ < z < b. Ademds, como se ha visto, en cualquier punto z tal que
Pr(X = z) > 0, la f.d. tendr4 un salto de altura Pr(X = z).

Supéngase que X tiene una distribucién discreta con f.p. f(z). Las propledades de
una f.d. consideradas conjuntamente implican que F'(z) debe tener la siguiente forma:
F(z) tendr4 un salto de magnitud f(z;) en cada valor posible z; de X; y F(z) serd
constante entre dos saltos sucesivos cualesquiera. La distribucién de una variable aleatoria
discreta X se puede representar indistintamente por la f.p. o la f.d. de X.

Funcién de distribucién de una distribuciéon continua

Considérese ahora una variable aleatoria X con una distribucién continua y sean f(z) y
F(z) las f.d.p. y la f.d. de X, respectivamente. Puesto que la probabilidad de cualquier
punto de z es 0, la f.d. F'(z) no tendr4 saltos. Por tanto, F'(z) serd una funcién continua
sobre toda la.recta real. Adema4s, puesto que

F(z)=Pr(X <z) = / f(¢) dt, (6)
-0
resulta que, para cualquier punto z en el que f(z) es continua,
dF(z
F(z) = &) = f(z) ™

Entonces, 1a distribucién de una variable aleatoria continua X se puede representar indis-
tintamente por la f.d.p. o 1a f.d. de X.

Ejemplo 1: Célculo de una fd.p. a partir de una fd. Supéngase que en cierto sistema
eléctrico el voltaje X es una variable aleatoria que tiene la f.d. siguiente:

0 para =z < 0,

F(z) = z > 0.
T332 para z

Esta funcién satisface las tres propiedades requeridas para toda f.d., segiin se expone en
la seccién 3.1. Ademds, puesto que esta f.d. es continua sobre toda la recta real y es
diferenciable en todo punto excepto en z = 0, la distribucién de X es continua. Por
tanto, la f.d.p. de X se puede obtener a partir de la relacién (7) en cualquier otro punto
distinto de z = 0. El valor de f(z) en el punto z = 0 se puede asignar arbitrariamente.
Cuando se calcula la derivada F'(z), se obtiene que f(z) viene dada por la ecuacién (6)
de la seccién 3.2. Reciprocamente, si la f.d.p. de X estd dada por esa ecuacién, entonces
utilizando la ecuacién (6) de esta seccién se obtiene que F'(z) es como se indica en este
ejemplo. <
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EJERCICIOS

1. Supbngase que una variable aleatoria X puede tomar solamente los valores —2,0, 1
y 4, y que las probabilidades de estos valores son las siguientes: Pr(X = —2) = 0.4,
Pr(X =0) = 0.1, Pr(X = 1) = 0.3y Pr(X = 4) = 0.2. Represéntese la f.d.de X.

2. Supéngase que se lanza una moneda repetidamente hasta que se obtiene una cara por
primera vez, y sea X el nimero de lanzamientos que se necesitan. Represéntese la
fd. de X. "

3. Sup6ngase que laf.d. F' de una variable aleatoria X es como se ilustra en la figura 3.6.
Calciilense las probabilidades siguientes: : =

(a) Pr(X = —1) (b) Pr(X < 0) (©Pr(X <0)
(d)Pr(X =1) (e)Pr(0 < X < 3) O Pr(0 < X <'3)
@) Pr(0 <X <3) (MPr(l< X <2) HPr(1 <X <2)

G Pr(X > 5) k) Pr(X > 5) MPr(3< X <4)
4. Supéngase que la f.d. de una variable aleatoria X es la siguente:

0 paraz <O,
. 1 L
F(z) = 51:2 para 0 <z < 3,
1 para z > 3.
Determinese y represéntese la f.d.p. de X. - TR

5. Supdéngase que la f.d. de una variable aleatoria X es la siguiente: ..

. N _ Je*~3 para 2 £3,
‘F(’“)_{l para 'z > 3.

Determinese y represéntese la f.d.p. de X.

6. Supdngase, como en el ejercicio 6 de la seccién 3.2, que una variable aleatoria X
tiene una distribucién uniforme en el intervalo (—2, 8). Determinese y represéntese
la fd. de X. ' ‘
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Figura 3.6 Funci6n de distribucién para el ejercicio 3.

7. Supdngase que se selecciona al azar un punto en el plano zy del interior del circulo
de ecuacién 2 +y® = 1; y supéngase que la probabilidad de que el punto pertenezca
a cualquier regién dentro del circulo es proporcional al drea de esa regién. Sea Z
una variable aleatoria que representa la distancia del centro del circulo al punto.
Determinese y represéntese la f.d. de Z.

8. Supdngase que X tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,5) y que la
distribucién de una variable aleatoriaY estalque Y =0si X < 1 Y =5s1X >3,
e Y = X en otro caso. Represéntese la f.d. de Y.

34 DISTRIBUCIONES BIVARIANTES

En muchos experimentos es necesario considerar las propiedades de dos 0 més variables
aleatorias simultdneamente. La distribucién de probabilidad conjunta de dos variables
aleatorias se denomina distribucion bivariante. En esta seccién y en las dos siguientes
se considerardn distribuciones bivariantes. En la seccién 3.7 estas consideraciones se
extenderan a la distribucién conjunta de un nimero finito arbitrario de variables aleatorias.

Distribuciones discretas conjuntas

Supéngase que un experimento involucra dos variables aleatorias X e Y, cada una de
las cuales tiene una distribucién discreta. Por ejemplo, si se selecciona una muestra de
empresarios de teatro, una variable aleatoria podria ser el nimero X de personas en la
muestra que superan los 60 afios de edad, y otra variable aleatoria podria ser el nimero



3.4 Distribuciones bivariantes i1

Y de personas que viven a mis de 25 millas del teatro. Si ambas, X. e Y, tienen
distribuciones discretas con un nimero finito de valores posibles, entonces existird un
nimero finito de valores posibles distintos (z,y) para el par (X,Y). Por otro lado, si
X oY pueden tomar un nimero infinito de valores posibles, entonces también habri un
nimero infinito de valores posibles para el par (X,Y). En ambos casos, se dice que X
e Y tienen una distribucion discreta conjunta.

La funcion de probabilidad conjunta, o 1a f.p. conjunta de X e Y se define como la
funcién f tal que para cualquier punto (z, y) del plano zy,

f(z,y) =Pr(X =2,Y = y).

Si (z, y) no es uno de los valores posibles del par de variables aleatorias (X, Y’), entonces
estd claro que f(x,y) = 0. Ademds, si la sucesién (z1,y1), (2, y2), - - - incluye todos los
valores posibles del par (X,Y), entonces

Zf(mi,yi) = 1.
i=1

Para cualquier subconjunto A del plano xy,

Pr((X,Y)eAl= > flzi,u).

(ziyi)EA

Ejemplo 1: Especificacién de una distribucién bivariante discreta mediante una tabla
de probabilidades. Supéngase que la variable aleatoria X puede tomar solamente los
valores 1, 2y 3; que la variable aleatoria Y puede tomar solamente los valores. 1, 2, 3 y
4; y que la f.p. conjunta de X e Y es como especifica la tabla siguiente:

X Y 1 2 3 4
0.1 0 0.1 0

2 | 03 0 01 02
3 0 02 0 0

Esta f.p. conjunta estd representada en la figura 3.7. Se determinardn los valores de
Pr(X >2Y >2)yPr(X =1).
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: A,f(X.y) )

,4'_;,0’,' ‘,] 72 I/i /4»—)1
yal/A WA
; /
[ 7/

X

/
" Figura3.7 Funcién de probabilidad conjunta de X e Y del ejemplo 1.

Sumando f(x,y) sobre todos los valores de 2 > 2 y de y > 2, se obtiene el valor

Pr(X 22, Y 22)=f(2,2)+f(2,3)+ /(2,4 +
+£(3,2)+ f(3,3) + £(3,4) = 0.5.

Sumando las probabilidades de la primera fila de la tabla, se obtiene el valor

Pr(X =1)=>_ f(l,y)=02. <

y=1

Distribuciones continuas conjuntas

Se-dice que dos variables aleatorias X e Y ‘tienen una distribucién continua conjurita si
existe una funcién -no negativa f definida sobre:todo el plano zy tal que para cualquier
subconjunto A del plano,

Pr[(X,Y)eA]:/A/f(x,y)dxdy.

La funcién f se denomina funcién de densidad de probabilidad conjunta, o f.d.p. conjunta,
de X e Y. Tal f.d.p. conjunta debe satisfacer las dos condiciones siguientes:

f(z,y) >0 para —oco < 2 < 00, — o0 < Y < 00,

I revanay=1

La probabilidad de que el par (.X,Y") pertenezca a cualquier regién del plano zy se
puede determinar integrando la f.d.p. conjunta f(z, y) sobre esa regién.
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Si X e Y tienen una distribucién continua conjunta, entonces las dos afirmaciones
siguientes deben ser ciertas: (1) Cualquier punto, 0 cualquier sucesién infinita de puntos,
en el plano zy tiene probabilidad 0. (2) Cualquier curva unidimensional en el plano zy
tiene probabilidad 0. Por tanto, la probabilidad de que (X,Y) pertenezca a cualquier
recta en el plaro es 0, y la probabilidad de que (X,Y’) pertenezca a cualquier circulo en
el plano es 0.

En la figura 3.8 se presenta un ejemplo de una f.d.p. conjunta. El volumen total por
debajo de la superficie = = f(z, y) y por encima del plano zy debe ser 1. La probabilidad
de que el par (X,Y) pertenezca al rectdngulo A es igual al volumen de la figura sélida
con base A que se muestra en la figura 3.8. La parte superior de esta figura s6lida est4
formada por la superficie z = f(z, y).

Figura 3.8 Ejemplo de una f.d.p. conjunta.

Ejemplo 2: Cdlculo de probabilidades a partir de una fd.p. conjunta. Supéngase que
la f.d.p. conjunta de X e Y es la siguiente:

2 2
— Jczxy para z- <y<l1,
z,y) =
f(=,y) { 0 en otro caso.

Se determinara en primer lugar el valor de la constante ¢ y luego el valorde P(X >Y).
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El conjunto S de puntos (z,y) para los que f(x,y) > 0 estd representado en la
figura 3.9. Puesto que f(z,y) = 0 fuera de S, resulta que

o0 OO ’ i
[ savday= [ [ 1wz
J—o0o J—0o0 S
’ i 1 1 4
= ‘/_1 /;2 cxlydy dz :_—QTC'

Puesto que el valor de esta integral debe ser 1, el valor de c debe ser 21/4.

e

Figura 3.9 Conjunto S donde f(z,y) > 0 en el ejemplo 2.
El subconjunto Sp de S, donde z > y, esté representado en la figura 3.10. Por tanto,

: S 1 =z
Pr(X >Y) / f(z,y)dz dy =/ g-1-:r:2.1>lalyd:c = <
1 8 0

2 4 20

Ejemplo 3: Determinacién de la fd.p. conjunta por métodos geométricos. Supéngase
que un punto (X,Y) se selecciona aleatoriamente del interior del circulo z? + y2? < 9.
Se determinari la f.d.p. conjuntade X e Y.

Sea S el conjunto de puntos del circulo z2 4 y? < 9. La afirmacién de que el punto

(X,Y) se selecciona aleatoriamente del interior del circulo significa que la f.d.p. de X e
Y es constante sobre S y es 0 fuera de S. Entonces,

' _ Jc para (z,y) €S,
f(z,9) 0 en otro caso.

Se debe tener
//f(:c,y)d:cdyz ¢ x (drea de S) = 1.
S

Puesto que el drea del circulo es 9, el valor de la constante ¢ debe ser 1/(97). <«
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. Figura 3.10 Subconjunto Sp donde = > y y f(z,y) > 0 en el ejemplo 2.

Distribuciones bivariantes mixtas

En esta seccién se han tratado distribuciones bivariantes que son discretas o continuas.
En ocasiones, un estadistico debe considerar una distribucién bivariante mixta en la cual
la distribucién de una de las variables aleatorias es discreta y la distribucién de la otra
variable aleatoria es continua. La probabilidad de que el par (X,Y) pertenezca a una
cierta regién del plano zy se determina entonces sumando los valores de f(z,y) de una
variable e integrando f(z,y) para la otra.

En un problema prictico también puede aparecer un tipo mas complicado de dis-
tribucién mixta. Por ejemplo, supOngase que X e Y son las veces que fallan dos compo-
nentes especificos de un sistema electrénico. Podria haber una probabilidad p (0 < p < 1)
de que las dos componentes fallaran al mismo tiempo y una probabilidad 1 — p de que
fallaran en tiempos distintos. Ademads, si fallan al mismo tiempo, su tiempo comin de
fallo « podria distribuirse de acuerdo con una f.d.p. f(z); si fallan en tiempos distintos
x e y, entonces estos tiempos podrian distribuirse de acuerdo con cierta f.d.p. conjunta
9(z,y).

La distribucién de X e Y en este ejemplo no es continua por la siguiente razén: Para
cualquier distribucién continua la probabilidad de que (X,Y") pertenezca alarecta z = y
debe ser O, mientras que en este ejemplo el valor de esta probabilidad es p.

Funciones de distribucion bivariantes

La funcion de distribucion conjunta, o f.d. conjunta, de dos variables aleatorias X e
Y se define como la funcién F' tal que para todo valorde z e y (—o0 < 2 < o0,
—o0 < y < 00).

F(z,y) =Pr(X <z,Y <y).

Si la f.d. conjunta de dos variables aleatorias arbitrarias X e Y es F, entonces la
probabilidad de que el par (X,Y) pertenezca a un rectingulo del plano zy se puede



116 Variables: aleatorias y distribuciones

determinar a partir de F' como sigue: Para cualesquiera nimeros concretos ¢ < by
c< d, B

Pra< X <bec<Y <d)=

=Pr(a< X <b,Y<d)—Prla<X <bhY <o)

=[Pr(X<bY<d—Pr(X<aY<d)]- (1)
—[Pr(X <bY<c)—Pr(X <a,Y < e)]

= F(b,d) — F(a,d) — F(b,e) + F(a,c).

Por tanto, la probabilidad del rectingulo A representado en la figura 3.11 esta dada
por la combinacién de valores de F' que se acaban de deducir. Se debe subrayar que
dos lados del rectdngulo estdn incluidos en el conjunto A y los otros dos no. Por tanto,
si existen puntos en el perimetro de A que tienen probabilidad positiva, es importante
distinguir entre las desigualdades débiles y las desigualdades estrictas de la ecuacién (1).

dp== =~

1
f
1
L]

A

b

o Lo

Figura 3.11 Probabilidad de un rectangulo.

Lafd. Fydela variable aleatoria X s6lo se puede obtener a partir de la f.d. conjunta
F como sigue, para —oco < & < o<

Fi(z)=Pr(X <z)=lim Pr(X <2, Y <vy)

y—00
= lim F(x,y).

Yy—oo

Analogamente, si F», es la f.d. de Y, entonces para —co < y < 00,

Fr(y) = wli’n;o F(z,y).
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En la seccién siguiente se presentaran otras relaciones entre la distribucién univariante de
X, la distribucién univariante de Y y su distribucién bivariante conjunta.

Finalmente, si X e Y tienen una distribucién continua conjunta con f.d.p. conjunta f,
entonces la d.f. conjunta para valores cualesquierade = e y es

F’(:c,y)::/_yoo [;f(r,s)drds.

Aqui, los simbolos r y s se utilizan simplemente como variables mudas de integracién.
La f.d.p. conjunta se puede obtener a partir de la f.d. utilizando la relacién

6% F (=,
f(=z,y) = ————az(;yy)

para todo punto (z, y) para el que exista esta derivada de segundo orden.

Ejemplo 4: Determinacién de una fd.p. conjunta a partir de una fd. conjunta. Su-
poéngase que X e Y son variables aleatorias que solamente pueden tomar valores en los
intervalos 0 < X < 2, 0 <Y < 2. Supéngase también que la f.d. conjunta de X e Y,
para 0 < z < 2, 0 <y < 2, es la siguiente:

1
F(z,y) = Tgxy(:v + ). 2)

Se determinari en primer lugar la f.d. F; de la variable aleatoria X y luego la f.d.p.
conjunta f de X e Y.

El valor de F'(x,y) en cualquier punto (z, y) del plano xy que no representa un par
de valores posibles de X e Y se puede calcular a partir de (2), teniendo en cuenta que
F(z,y) =Pr(X <z, Y <y). Portanto, si £ < 0 0 y < 0, entonces F'(x,y) = 0. Si
z>2, y> 2, entonces F(z,y) =1. Si0 <z <2, y> 2entonces F(z,y) = F(z,2)
y resulta de la ecuacién (2) que

F(z,y) = %:c(:c + 2).

Anédlogamente, si 0 < y < 2, z > 2, entonces

F(x,y) = %y(y + 2).

La funcién F'(z, y) queda asi definida para todo punto del plano zy.
Haciendo y — oc, se determina que la f.d. de 1a variable aleatoria .X es

0 para z < 0,
1
Fi(z) = g:c(x +2) para0 <z <2

1 para z > 2.
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Ademis,para0 <z < 2, 0 <y <2,
0% F(z,y) 1

dzoy — stV
Mientras que si z < 0,y < 0,z > 2 0 y > 2, entonces
O*F(z,y) _
Oz 0y

Por tanto, la f.d.p. conjuntade X e Y es

1 |
(= y)_{g(fv-i—y) para 0 <z <2 0<y<2,

0 en otro caso. <

EJERCICIOS

1. Supbngase que en un anuncio luminoso hay tres bombillas en la primera fila y cuatro
bombillas en la segunda. Sea X el nimero de bombillas de la primera fila que se
funden en un instante de tiempo ¢ y sea Y el nimero de bombillas de 1a segunda fila
que se funden en el mismo instante de tiempo ¢. Supdngase que la f.p. conjunta de
X e Y esta dada en la siguiente tabla:

h 0 1 2 3 4
o| 008 007 006 001 001
1| 006 010 012 005 002
o | 005 006 009 004 003
3| 002 003 003 003 004

Determinese cada una de las probabilidades siguientes:
@ Pr(X=2) (b)Pr(Y>2) (c)Pr(X <2, Y<2)
(dPr(X=Y) (e) Pr(X >Y)

2. Supbéngase que X e Y tienen una distribucion discreta conjunta cuya f.p. conjunta
se define como sigue:

_Jelz+y| para z=-2,—-1,0,1,2ey=-2,-1,0,1,2,
f(ey) = {0 en Otro caso.

Determinese (a) el valor de la constante c; (b) Pr(X =0, Y = —2); (¢) Pr(X =1);
(@ Pr([X -Y[) <1
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. ‘Supbngase que la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias X e Y es la siguiente:

cy’ paa 0<z<2y0<y<l1,
fzy) = { en otro caso.

Determinese (a) el valor de la constante ¢; (b) Pr(X + Y > 2); (c) Pr(Y < 1/2);
(d) Pr(X < 1); (e) Pr(X = 3Y).

. Supbngase que la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias X e Y es la siguiente:

_Je(z*+y) para 0<y<1-2z?
f(=y) { 0 . en otro caso.

Determinese (a) el valor de la constante ¢; (b) Pr(0 < X < 1/2); (¢) Pr(Y < X +1);
@ Pr(Y = X?).

. Supdngase que se selecciona aleatoriamente un punto (X,Y) de la regién S en el
plano zy que contiene todos los puntos (z,y) talesque 2 > 0,y > 0y dy+z < 4.

(a) Determinese la f.d.p. conjuntade X e Y.

(b) Supdngase que Sp es un subconjunto de la regién S con 4rea o y determinese
Pr[(X,Y) € Sol.

. Supéngase que se selecciona un punto (X,Y) del cuadrado S en el plano zy que
contiene todos los puntos (z,y) talesque 0 < z < 1y 0 < y < 1. Supéngase que la
probabilidad de que el punto seleccionado sea el vértice (0, 0) es 0.1; la probabilidad
de que sea el vértice (1,0) es 0.2; la probabilidad de que sea el vértice (0,1) es 0.4;
y la probabilidad de que sea el vértice (1,1) es 0.1. Sup6ngase también que si el
punto seleccionado no es uno de los cuatro vértices del cuadrado, entonces serd un
punto interior y se seleccionard de acuerdo con una f.d.p. constante en el interior del
cuadrado. Determinese (a) Pr(X <1/4) y b) Pr(X +Y < 1).

. Supdngase que X e Y son variables aleatorias tales que (X,Y) puede pertenecer
al rectdngulo del plano zy que contiene todos los puntos (z,y) para los cuales
0<z<3y0<y<4. Supdngase también que la f.d. conjunta de X e Y en
cualquier punto (z,y) de este rectdngulo es la siguiente:

1
F(z,y) = ﬁwy(w + y).

Determinese (a) Pr(1 < X <2, 1 <Y <2); ) Pr2 <X <4, 2<Y <4);
(c) la f.d. de Y'; (d) la f.d.p. conjuntade X e Y’; (e) Pr(Y < X).
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3.5 DISTRIBUCIONES MARGINALES

Obtencién de una f.p. marginal o una f.d.p. marginal

En la seccién 3.4 se ha visto que si se conoce 1a f.d. conjunta F' de dos variables aleatorias
X e Y, entonces se puede obtener la f.d. Fj de la variable aleatoria X a partir de F'. En
este contexto, en el que la distribucién de X se obtiene a partir de 1a distribucién conjunta
de X e Y, F; se denomina f.d. marginal de X. Anélogamente, si se conoce la fp. f
conjunta o la f.d.p. conjunta de X e Y, entonces se puede obtener la f,p marginal o f.d.p.
marginal de cada variable aleatoria a partir de f.

Por ejemplo, si X e Y tienen distribucién discreta conjunta cuya f.p. conjunta es f,
entonces se puede determinar la f.p. marginal f; de X como sigue:

fi(z) =Pr(X =2) = ZPI:(X =z,Y=y)= Zf(:v,y). (1)
y y

En otras palabras, para cualquier valor z dado de X, el valor de f;(z) se determina
sumando f(z,y) sobre todos los valores posibles y de Y. |
Anélogamente, la f.p. marginal f» se puede determinar a partir de'la relaci6n

f2(y) = D fl=, ). (2)

Ejemplo 1: Obtencién de una f.p marginal a partir de una tabla de probabilidades.
Supéngase que X e Y tienen la f.p. conjunta dada por la tabla del ejemplo 1 de la
seccién 3.4. La f.p. marginal f; de X se puede determinar sumando los valores de cada
fila de esta tabla. De esta manera se obtiene que f1(1) = 0.2, f1(2) = 0.6, f1(3) = 0.2,
mientras que f;(z) = O para los restantes valores de z. <

Si X e Y tienen una distribucién continua conjunta cuya f.d.p. conjunta es f, entonces
la f.d.p. marginal de X se determina de nuevo de acuerdo con la ecuacién (1), pero
reemplazando la suma sobre todos los valores posibles de Y por la integral sobre todos
los valores posibles de Y. Por tanto,

f1($)=/_ f(z,y)dy para — oo < = < 0o.

Anélogamente, la f.d.p. marginal f. de Y se determina como en la ecuacién (2), pero
reemplazando nuevamente la suma por una integral. Por tanto,

fa(y) = / f(z,y)dx para — oo < y < 0O.
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Ejemplo 2: Obtencién de una fd.p. marginal. Supéngase que la f.d.p. conjunta de X
e Y es la descrita en el ejemplo 2 de la secci6én 3.2. Se determinard en primer lugar la
f.d.p. marginal f; de X y luego la f.d.p. marginal f, de Y.

Se puede observar en la figura 3.9 que X no puede tomar ningiin valor fuera del
intervalo —1 < X < 1. Por tanto, fi(z) = 0 para z < —1 o z > 1. Adem4s, para
—1 < z < 1, se observa en la figura 3.9 que f(z,y) = 0, a menos que z2 < y < 1. Por
tanto, para —1 <z < 1,

fi(z) = /_o:o f(z,y)dy = /z: (24—1) 2’y dy = (%1) 22(1 — z%).

Esta f.d.p. marginal de X se encuentra representada en la figura 3.12.

‘r fi(x)

-1 0. i

Figura 3.12 FEd.p. marginal de X del ejemplo 2.

Se puede observar en la figura 3.9 que Y no puede tomar ningdn valor fuera del
intervalo 0 <Y < 1. Por tanto, fo(y) =0 paray < 0oy > 1. Ademis, para0 <y < 1,
se observa en la figura 3.9 que f(z,y) = 0 a menos que —,/y < = < ,/y. Por tanto,
prald <y <1,

@ = [ Z fa)dz = [ j_ (?41) 22y ds = (g) /2.

Esta f.d.p. marginal de Y se encuentra representada en la figura 3.13. «

Aunque las distribuciones marginales de X e Y se pueden obtener a partir de su
distribucién conjunta, no es posible reconstruir 1a distribucién conjunta de X e Y a partir
de sus distribuciones marginales sin informacién adicional. De hecho, las f.d.p. represen-
tadas en las figuras 3.12 y 3.13 no proporcionan informacién acerca de la relacién entre
X e Y., De hecho, por definicidn, la distribucién marginal de X especifica probabilidades
para X sin tener en cuenta los valores de cualesquiera otras variables aleatorias. Esta
propiedad de una f.d.p. marginal queda mds clara con otro ejemplo.
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et o o o - - ———

0
Figura 3.13 Ed.p. marginal del ejemplo 2.

Supéngase que se lanzan un penique y un niquel! n veces y considérese las dos
definiciones siguientes de X e Y: (1) X es el nimero de caras obtenidas con el penique
mientras Y es el nimero de caras obtenidas con el niquel. (2) tanto X como Y son el
nimero de caras obtenidas con el penique, asi que las variables aleatorias X e Y son
realmente idénticas.

En el caso (1), la distribucién marginal de X y la distribucién marginal de Y son
distribuciones binomiales idénticas. El mismo par de distribuciones marginales de X e Y
se obtiene también en el caso (2). Sin embargo, la distribucién conjunta de X e Y no es
la misma en los dos casos. En el caso (1), los valores de X e Y no estdn relacionados,
mientras que en el caso (2) los valores de X e Y deben ser idénticos.

Variables aleatorias independientes

Se dice que dos variables aleatorias X e Y son independientes si, para dos conjuntos
cualesquiera A y B de nimeros reales,

Pr(X € A,Y € B) = Pr(X € A)Pr(Y € B). 3)

En otras palabras, sea A cualquier suceso cuya ocurrencia 0 no ocurrencia depende sola-
mente del valor de X, y sea B cualquier suceso cuya ocurrencia 0 no ocurrencia depende
solamente del valor de Y. Entonces, X e Y son variables aleatorias independientes si, y
sélo si, A y B son sucesos independientes para cualquier par de sucesos A y B de esa
forma. _

Si X e Y son independientes, entonces para cualquier par de nimeros reales z, y se
verifica que

Pr(X <z,Y <y) =Pr(X <z)Pr(Y < y). 4)

1 Penique: moneda inglesa de un céntimo de libra; niquel: moneda americana de cinco céntimos
de doélar (N. del T.)
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Mais aiin, puesto que cualquier probabilidad para X e Y del tipo que aparece en la
ecuacién (3) se puede calcular a partir de probabilidades del tipo que aparece en la
ecuacién (4), se puede demostrar que si la ecuacién (4) se satisface para todos los valores
de = e y, entonces X e Y deben ser independientes. La demostracién de esta afirmacién se
omite por estar fuera del alcance de este libro. En otras palabras, dos variables aleatorias
X e Y son independientes si, y s6lo si, 1a ecuacién (4) se verifica para todos los valores
de x e y.

Si la f.d. conjunta de X e Y se denota por F, la f.d. marginal de X por F; y la f.d.
marginal de Y por F5, entonces el resultado anterior se puede reafirmar como sigue: Dos
variables aleatorias X e Y son independientes si, y sélo si, para todo par de nimeros
reales z, y,

F(z,y) = Fi(z)F2(y).

Supdngase ahora que X e Y tienen distribuciones discretas conjuntas o distribuciones
continuas conjuntas, para las cuales la f.p. conjunta o la f.d.p. conjunta es f. Como antes,
se denotaran las f.p. marginales o las f.d.p. marginales de X e Y por f; y fo. Entonces,
de la relacién previamente presentada resulta que X e Y son independientes si, y s6lo si,
para todo par de nimeros reales x e y se satisface la siguiente factorizacién.

f(z,y) = fi(z) f2(y). _ 3)

Como se estableci6 en la seccién 3.2, en una distribucién continua los valores de
una f.d.p. se pueden cambiar arbitrariamente en cualquier conjunto de puntos que tenga
probabilidad 0. Por tanto, para tal distribucién serfa mas preciso decir que las variables
aleatorias X e Y son independientes si, y s6lo si, es posible elegir versiones de las f.d.p.
f,f1y f2 tales que la ecuacién (5) se verifique para —co < z < 00, — o0 < y < 0O.

Ejemplo 3: Cdlculo de una probabilidad que involucra variables aleatorias indepen-
dientes. Supdngase que se toman dos medidas independientes X e Y de la lluvia durante
un periodo de tiempo en una localidad y que la f.d.p. g de cada medida es la siguiente:

9(z) = 2¢ para 0<z<1,
0 en otro caso.

Se determinard el valor de Pr(X +Y < 1).

Puesto que X e Y son independientes y cada una tiene la f.d.p. g, resulta de la
ecuacién (5) que para cualquier par de valores de = e y la f.d.p. conjunta f(z,y) de X e
Y estd dada por la relacién f(z,y) = g(z)g(y). Por tanto,

4zy para 0<z<1y 0<y<],
0 en otro caso.

f(z,y) =

El conjunto .S del plano zy en el que f(z,y) > 0 y el subconjunto Sp enelque z+y < 1
se encuentran representados en la figura 3.14. Por tanto,

1 l—x 1
Pr(X+Y§1)::/ /f(;v,y)dmdy:/ / drydydr = = - <
So o] o 6
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Supéngase ahora que X e Y tienen distribuciones discretas; que X puede tomar los
valores 1,2,...,r; que Y puede tomar los valores 1,2,...,s; y que

Pr(X =1,Y = j) = p;j parai=1,...,ryj=1,...,s.

Entonces, para:i =1,...,r, sea

Pr(X =i) = Y _pij = Pis-

j=1

También, paraj = 1,...,s, sea

Pr(Y =j) = _pij = P4j-

=1

Por tanto, X e Y son independientes si, y s6lo si, para todos los valores de ¢ y j, se
satisfacen las relaciones

Pij = Di+D+j- (6)

Ejemplo 4: Verificacién de la independencia de dos variables aleatorias a partir de una
tabla de probabilidades. Sup6ngase que la f.p. conjunta de X e Y estd dada por la tabla
presentada en el ejemplo 1 de la seccién 3.4. Se determinard si X e Y son independientes.

En la ecuacién (6), p;; es la probabilidad en la fila i-ésima y la columna j-ésima
de la tabla, p;+ es la suma de las probabilidades en la fila i-ésima y p4; es la suma de
las probabilidades en la columna j-ésima. A partir de la tabla, resulta que p;; = 0.1,
P14+ = 0.2 y py1 = 0.4. Por tanto, p11 # p1+P+1. Se deduce inmediatarnente que X e
Y no pueden ser independientes.

Supdngase ahora que la f.p. conjunta de X e Y est4 dada por la siguiente tabla.

% Y 2 3 4 Total
1] 006 002 004 008 0.20
5| 015 005 0.0 020 0.50
3( 009 003 006 0.12 0.30
e e e ———
Total | 030 0.10 020  0.40 1.00

Puesto que a partir de esta tabla se puede comprobar que la ecuacién (6) se cumple
para todos los valores 7 y j, resulta que .X e Y son independientes. «

Se debe observar a partir del ejemplo 4 que X e Y son independientes si, y sélo
si, las filas de la tabla que proporcionan su f.p. conjunta son proporcionales entre si, o
equivalentemente, si, y soOlo si, las columnas de la tabla son proporcionales entre si.
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0 1

Figura 3.14 Subconjunto S donde z + y < 1 en el ejemplo 3.

Supéngaée ahora que X e Y son variables aleatorias que tienen una distribucién
continua conjunta cuya f.d.p. es f. Entonces X e Y serdn independientes si, y s6lo si, f
se puede representar de la forma siguiente para —co < z < 00y —00 < ¥y < 00!

f(z,y) = g1(x) 92(y), @)

donde g; es una funcién no negativa de = solamente y g, es una funcién no negativa de
y solamente. En otras palabras, es necesario y suficiente que, para todos los valores de z,
¥, f se pueda factorizar en el producto de una funcién no negativa arbitraria de £ y una
funcién no negativa arbitraria de y. Sin embargo, se debe resaltar que, al igual que en la
ecuacion (5), la factorizacién en la ecuacién (7) se debe cumplir para todos los valores
dezey(—oo<z<o00, —0<y< o).

Hay un caso especial, cuando f(z,y) = 0 para todos los valores de z e y fuera de
un rectingulo que tiene lados paralelos al eje = y al eje y, en el cual realmente no es
necesario comprobar la ecuacion (7) para todos los valores de z e y. Para verificar que
X e Y son independientes en este caso, es suficiente comprobar que la ecuacién (7) se
cumple para todos los valores de z e y dentro del rectdngulo. En particular, sean a,b,c
y d valores concretos tales que —oco < a < b < o0, —oc0o < c<d< oo yseads el
siguiente rectdngulo en el plano zy:

S={(z,y):a<z<b c<y<d} (8)

Hay que tener en cuenta que cualquiera de los puntos extremos a,b,c y d puede ser
infinito. Supéngase que f(z,y) = O para todo punto (z,y) fuera de S. Entonces X e Y
son independientes si, y s6lo si, f se puede factorizar como en la ecuacion (7) para todos
los puntos de S.
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Ejemplo 5: Comprobacién de la factorizacién de una fd.p. conjunta. Supéngase que la
f.d.p. conjunta de X e Y es la siguiente:

_Jke==+29) para >0 e y> 0,
f(=9) = { 0 en otro caso.

Se determinard en primer lugar si X e Y son independientes y luego se determinarin sus
f.d.p. marginales.

En este ejemplo, f(z,y) = 0 fuera de un rectdngulo S que tiene la forma especificada
en la ecuacién (8) y para lacual a = 0,b = oo, ¢ = 0 y d = co. Ademds, para cualquier
punto dentrode S, f(z, y) se puede factorizar como en la ecuacién (7), definiendo ¢, (z) =
= ke~ " y g2(y) = e~%. Por tanto, X e Y son independientes.

Resulta que en este caso, g1(z) y ¢g2(y) deben ser, salvo factores constantes, las f.d.p.
marginales de X e Y para X > 0 e Y > 0. Eligiendo constantes que hagan que g1(z) y
g2(y) integren la unidad, se puede concluir que las f.d.p. marginales f;, y fo de X e Y
deben ser como sigue:

_ ) e ® para x>0,
filz) = { 0 en otro caso,

_ ) 2e=2%v para y >0,
F2(9) { 0 en Otro caso. <

Ejemplo 6: Variables aleatorias dependientes. Supéngase que la f.d.p. conjunta de X e
Y tiene la forma siguiente:

kx?y? para z> +y> <1,
T, = >
f(=z,9) {O en otro caso.

Se demostrard que X e Y no son independientes.

Es evidente que para cualquier punto dentro del circulo 22 + y? < 1, f(z,y) se
puede factorizar como en la ecuacién (7). Sin embargo, esta misma factorizacién no se
satisface en todo punto fuera de este circulo. La caracteristica importante de este ejemplo
es que los valores de X e Y estdn restringidos al interior de un circulo. La f.d.p. conjunta
de X e Y es positiva dentro del circulo y es cero fuera de éste. En estas condiciones X
e Y no pueden ser independientes, porque para cualquier valor determinado y de Y, los
valores posibles de X dependerédn de y. Por ejemplo, si Y = 0, entonces .X puede tomar
cualquier valor tal que X2 < 1; si Y = 1/2, entonces X debe tomar un valor tal que
X?2<3/4. <«
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EJERCICIOS

1. Supbngase que X e Y tienen una distribucién discreta conjunta cuya f.p. conjunta
se define como sigue:

1

Fz,y) = { %(w +y) para z=0,1,2,ypara y=0,1,2,3,
0 en otro caso.

(a) Determinense las f.p. marginales de X e Y.

(b) ;Son independientes X e Y?

2. Supéngase que X e Y tienen una distribucién continua conjunta cuya f.d.p. conjunta
se define como sigue:

f(xy):{(%)yz para 0<z<2y 0<y<l,

0 en otro caso.

(a) Determinense las f.d.p. marginales de X e Y.
(b) ;Son independientes X e Y'?
(c) ¢(Son independientes los sucesos {X < 1} y {Y > 1/2}?

3. Supbngase que la f.d.p. conjunta de X e Y es la siguiente:

15 5 o
f(r':,y)={(_4_)m para 0 <y <1-—2%

0 en otro caso.

(a) Determinense las f.d.p. marginales de X e Y.

(b) ;Son independientes X e Y?

4. Un establecimiento tiene tres teléfonos piblicos. Para z = 0,1, 2,3, sea p; 1a pro-
babilidad de que exactamente : teléfonos estén ocupados un lunes cualquiera a las 8
de la tarde, y supdngase que po = 0.1, p; = 0.2, po = 0.4y ps = 0.3. Sean X e
Y el nimero de teléfonos ocupados a las 8 de la tarde en dos lunes independientes.
Determinese: (a) la f.p. conjuntade X e Y; (b) Pr(X =Y); (¢) Pr(X > Y).
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5. Supdngase que en un medicamento la concentracién de una sustancia quimica parti-
cular es una variable aleatoria con distribucién continua cuya f.d.p. g es la siguiente:

3 5
-z~ ara 0 <z <2,
y(z')={8 P - T

0 en Otro caso.

Supbngase que las concentraciones X e Y de la sustancia quimica en dos produc-
ciones separadas del medicamento son variables aleatorias independientes cada una
con f.d.p. g. Determinese (a) la f.d.p. conjunta de X e Y; (b) Pr(X = Y); (¢)
Pr( X >Y) (dPr(X+Y < 1).

6. Supdngase que la f.d.p. conjunta de .X e Y es la siguiente:

—J2ze7¥ para 0<z<1ly 0<y<oo,
f(=,y) {0 en otro caso.

¢Son independientes X e Y'?

7. Supébngase que la f.d.p. conjunta de X e Y es la siguiente:

_ f24zy para 2> 0,y>0yz+y<1,
fz,y) = 0 en otro caso.

;Son independientes X e Y?

8. Supébngase que se selecciona un punto (X,Y') al azar del rectdngulo S definido como
sigue:

S={(z,y):0<z<2yl<y<4}).
(a) Determinense la f.d.p. conjunta de X e Y, la f.d.p. marginal de X y la f.d.p.

marginal de Y.
(b) ;Son independientes X e Y?

9. Supébngase que un punto (X, Y) se selecciona al azar en el circulo S definido como
sigue:

S={(z,y): 2" +y’> < 1}.

(a) Determinense la f.d.p. conjunta de X e Y, la f.d.p. marginal de X y la f.d.p.
marginal de Y.

(b) ¢ Son independientes X e Y ?
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10. Supébngase que dos personas tienen una cita para verse entre las 5 y las 6 de la tarde
en un local concreto y se ponen de acuerdo en que ninguna esperarid a la otra més
de 10 minutos. Si llegan independientemente en tiempos aleatorios entre las S y las
6 de la tarde, ;cudl es la probabilidad de que se vean?

3.6 DISTRIBUCIONES CONDICIONALES

Distribuciones condicionales discretas

Supéngase que X e Y son dos variables aleatorias que tienen una distribucién discreta

conjunta cuya f.p. conjunta es f. Como antes, se definen f; y f» como las f.p. marginales

de X e Y, respectivamente. Después de haber observado el valor y de 1a variable aleatoria

Y, la probabilidad de que la variable aleatoria X tome cualquier valor particular z, estd

dado por la siguiente probabilidad condicional:

Pr(X =2,Y = y)

Pr(Y =y)
_ =9

f2(y) .

En otras palabras, si se sabe que Y = y, entonces la distribucién de X es una dis-

tribucién discreta cuyas probabilidades estdn dadas por la ecuacién (1). Esta distribucién

se denomina distribucién condicional de X dadaY = y. De la ecuacién (1) resulta que

para cualquier valor y tal que f2(y) > 0, esta distribucién condicional de X se puede
representar por una f.p. g:(z | y) definida como sigue:

Pr( X=z|Y =y) =

1

_f=9)
gl(xly) - f2(y) (2)

La funcién g; se denomina 1a fip. condicional de X dada ¥ = y. Para cada valor
fijo de y, la funcién g;(z |y) es una f.p. sobre todos los valores posibles de X porque

g1(z|y) >0y

1 : 1
X @l = o @ = g =1

Anéilogamente, si  es cualquier valor concreto de X tal que fi(z) = Pr(X =
=z) > 0 ysigz(y|z) es lafp. condicional de Y dada X = z, entonces

_ f=y)
gZ(ylx)"' fl(m) (3)

Para cualquier valor fijo de z, la funcién g2(y|z) es una f.p. sobre todos los valores
posibles de Y.
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Ejemplo 1: Obtencién de una f.p. condicional a partir de una f.p. conjunta. Supdngase
que la f.p. conjunta de X e Y es la dada por la tabla presentada en el ejemplo 1 de la
seccién 3.4. Se determinard la f.p. condicional de Y dada X = 2.

A partir de la tabla de la seccién 3.4, f,(2) = Pr(X = 2) = 0.6. Por tanto, la
probabilidad condicional g2(y|2) de que Y tome cualquier valor particular y es

f(2,y)

92(¥12) = =575

Debe observarse que para todos los valores posibles de y, las probabilidades condicionales
g2(y | z) deben ser proporcionales a las probabilidades conjuntas f(2, y). En este ejemplo,
cada valor de f(2,y) estd simplemente dividido por la constante f;(2) = 0.6 para que la
suma de los resultados sea igual a 1. Por tanto,

92(112) = 1/2, 92(2]12) =0, ¢2(3|2)=1/6, g¢2(4]2)=1/3. <

Distribuciones condicionales continuas

Su)péngase que X e Y tienen una distribucién continua conjunta cuya f.d.p. conjunta
es f y las f.d.p. marginales son f; y fo. Supdngase, ademis, que se ha observado el
valor Y = y y se desea especiflicar las probabilidades para varios conjuntos de valores
posibles de X. Debe observarse que, en este caso, Pr(Y = y) = 0 para cada valor de
y, y las probabilidades condicionales de la forma Pr(A | B) no han sido definidas cuando
Pr(B) = 0. Por tanto, para que sea posible obtener probabilidades condicionales cuando
- X eY tienendistribucién continua conjunta, el concepto de probabilidad condicional se
extender4 considerando la definicién de la f.p. condicional de X dada por la ecuacién (2)
y la analogia entre una f.p. y una f.d.p.
Sea y un valor tal que fa(y) > 0. Entonces la f.d.p. condicional g, de X dada
Y = y, se puede definir como sigue:

g1(z|y) = f;jc(’;;) para — oo < & < 0O. )

Para cada valor fijo y, la funcién g, es una f.d.p. para X sobre la recta real, puesto que
g1(z|y) >0y

[ a@lmie=1

oo

Debe observarse que las ecuaciones (2) y (4) son idénticas. Sin embargo, la ecua-
cién (2) fue obtenida como la probabilidad condicional de que \' = 2 dada Y = y,
mientras que la ecuacién (4) fue definida como el valor de la f.d.p. condicional de X
dada Y = y.
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La definicién dada por la ecuacién (4) tiene una interpretacion que se puede entender
considerando la figura 3.15. La f.d.p. conjunta define una superficie sobre el plano zy
cuya altura f(z,y) para cualquier punto (z,y) representa la verosimilitud relativa de ese
punto. Por ejemplo, si se sabe que Y = yg, entonces el punto (z, y) debe pertenecer a la
recta Y = yo del plano zy y la verosimilitud relativa de cualquier punto (z, yo) de esa
recta es f(z, yo). Por tanto, la f.d.p. condicional g;(z | yo) de X debe ser proporcional a
f(z,yo0). En otras palabras, g,(z |yo) es esencialmente igual que f(z,yo), pero incluye
un factor constante 1/[f2(yo)] que se necesita para que la integral de la f.d.p. condicional
sobre todos los valores de X sea la unidad. '

Anilogamente, para cualquier valor z tal que fi(x) > 0, la f.d.p. condicional de Y
dada X = x, se define como sigue: '

f(z,y)
fi(z)

Esta ecuacién es idéntica a la ecuacién (3) obtenida para distribuciones discretas.

g2(y|z) = para — oo < z < 00. (5)

Ejemplo 2: Obtencién de una fd.p. condicional a partir de una fd.p. conjunta. Sup6n-
gase que la f.d.p. conjunta de X e Y es la del ejemplo 2 de la seccién 3.4. En primer
lugar, se determina la f.d.p. condicional de ¥ dada .X = 2 y luego se determinan algunas
probabilidades para Y dado el valor especifico X = 1/2.

El conjunto S para el cual f(z,y) > 0, se ilustra en la figura 3.9. Ademds, la f.d.p.
marginal se obtuvo en el ejemplo 2 de la seccién 3.5 y estd representada en la figura 3.12.
Se puede observar a partir de la figura 3.12 que fi(z) > 0 para —1 < = < 1, pero no para
z = 0. Por tanto, para cualquier valor concreto de z talque -1 <z <060 <2z < 1,
1a f.d.p. condicional g2(y | ) de Y es la siguiente:

2y
g2(y|z) = { 1_z4a P¥a 2? <y<1,

0 en Ootro caso.

En particular, si se sabe que X = 1/2, entonces Pr(Y >1/4| X =1/2)=1y
1 ! 1 7

X ==|= slyl=]dy = —-
2) /3/4 9 <yl 2) YT 15 )

Construccion de la distribucion conjunta

3
> -
Pr(Y_4

Relaciones bdsicas. De la ecuacién (4) resulta que para cualquier valor de y tal que
fo(y) > 0 y para cualquier valor de x,

f(z,y) = g1(z | y) f2(y). (6)

Ademis, si fo(yo) = 0 para algin valor yg, entonces se puede suponer sin pérdida de
generalidad que f(z,yo) = 0 para todos los valores de z. En este caso, ambas partes de
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fx,y)

Figura 3.15 La f.d.p. condicional g3 (z | yo) es proporcional a f(xz | yo).

1a ecuacién {6) son 0 y el hecho de que ¢;(z | y0) no esté definida resulta irrelevante. Por
tanto, la ecuacién (6) se verifica para todos los valores de z e y.

Anidlogamente, de la ecuacién (5) resulta que la f.d.p. conjunta f(z,y) se puede
representar también como sigue para todos los valores de z e y:

flz,y) = fi(z)g2(y | ). @)

Ejemplo 3: Seleccién de puntos a partir de distribuciones uniformes. Supéngase que
se selecciona un punto X de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1) y que
después de haber observado el valor X = z(0 < =z < 1), se selecciona un punto Y de
una distribucién uniforme en el intervalo (x, 1). Se obtendra la f.d.p. marginal de Y.
Puesto que X tiene una distribucién uniforme, su f.d.p. marginal es la siguiente:

_J1 para O0<z <],
filz) = {0 en otro caso.
Anéilogamente, para cualquier valor X = z (0 < z < 1), la distribucién condicional de
Y es una distribuci6én uniforme en el intervalo (z,1). Puesto que la longitud de este
intervalo es 1 — z, la f.d.p. condicional de Y, dado que X = =z, es

ga(ylzy =4 1o PERESYSE

0 en otro caso.
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De la ecuacién (7) resulta que la f.d.p. conjuntade X e Y es

para 0<z<y<l1,

f(:c,y):{l—z (8)

0 en otro ¢aso.

Por tanto, para 0 < y < 1, el valor de f.d.p. marginal f2(y) de Y es

fg(y)=[2f($,y)d$=Ay 1 dz = —log(1l — y).

l—=2z
Ademis, puesto que Y no puede estar fuera del intervalo 0 < y < 1, entonces f2(y) =0

para y < 0 o y > 1. Esta f.d.p. marginal f, se encuentra representada en la figura 3.16.
Es interesante observar que en este ejemplo la funcién f» no estd acotada. <«

Variables aleatorias independientes. Supéngase que X e Y son dos variables aleatorias
que tienen distribucioén continua conjunta. Como se vi6 en la seccién 3.5, X e Y son
independientes si, y s6lo si, su f.d.p. conjunta f(z,y) se puede factorizar de la siguiente
forma para —co < z < 00, — o0 < Yy < ©0:

f(=,y) = f1(z) f2(v)-

De la ecuacién (6) resulta que X e Y son independientes si, y s6lo si, para todo valor de
y tal que f2(y) > 0 y para todo valor de z,

g1(z|y) = fi(z). _ %)

4} 09

el o T X e S ——

Figura 3.16 La f.d.p. marginal de Y para el ejemplo 3.
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En otras palabras, X e Y son independientes si, y sélo si, la f.d.p. de X para cada valor
concreto de Y es la misma que la f.d.p. marginal de X.

Anilogamente, de la ecuacion (7) resulta que X' e Y son independientes si, y sélo
si, para todo valor de z tal que f1(2) > 0 y para todo valor de y,

g2(y| z) = f2(y)- (10)

Si la distribucién conjunta de dos variables aleatorias X e Y es discreta, entonces
la ecuacién (9) y la ecuacién (10) siguen siendo condiciones suficientes y necesarias para
que X e Y sean independientes. En este caso, sin embargo, las funciones f,, f2,91 y g2
se deben interpretar como f.p. marginales y condicionales en lugar de como f.d.p.

EJERCICIOS

1. Cada estudiante de una escuela secundaria concreta fue clasificado de acuerdo con
su curso escolar (de primero, segundo, peniltimo o ultimo curso) y de acuerdo con
el nimero de veces que habia visitado un cierto museo (nunca, una vez o mis de

una vez). Las proporciones de estudiantes en las distintas clasificaciones son las de
la tabla siguiente:

Mais de
Estudiantes Nunca Una vez una vez
Primer curso 0.08 0.10 0.04
Segundo curso 0.04 0.10 0.04
Peniiltimo curso 0.04 0.20 0.09
Ultimo curso 0.02 0.15 0.10

(a) Si un estudiante seleccionado al azar de la escuela estd en peniltimo curso,
;cudl es la probabilidad de que nunca haya visitado un museo?

(b) Si un estudiante seleccionado al azar de la escuela ha visitado el museo tres
veces, ;cudl es la probabilidad de que esté en iltimo curso?

2. Supéngase que se selecciona al azar un punto (X,Y) del circulo S definido como
sigue:
S={(=y): (-1 +(y+2)* <9}

Determinese (a) la f.d.p. condicional de Y para cualquier valor concreto de X y (b)
Pr(Y >0|X =2).
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. Sup6ngase que la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias X e Y es la siguiente:

f(z y)z{c(w+y2) para 0<2 <1y 0<y<1,
’ en otro caso.

Determinese (a) 1a f.d.p. condicional de X para cualquier valor concreto de Y y (b)
Pr(X < 1/2|Y = 1/2).

. Supéngase que la f.d.p. conjunta de dos puntos X e Y seleccionada mediante el
procedimiento descrito en el ejemplo 3, estd dada por la ecuacién (8). Determinese
(a)la f.d.p. condicional de X para cualquier valorde Y y (b) Pr(X > 1/2|Y = 3/4).

. Supdéngase que la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias X e Y es la siguiente:

flz,y) = csen.'c para 0<z<7/2 0<y<3,
en otro caso.
Determinese (a) la f.d.p. condicional de Y para cualquier valor dado de X y (b)
Pr(l1<Y <2|X =0.73).

. Supéngase que la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias X e Y es la siguiente:

3
f(z y):{‘1_6(4—2:v—y) para >0,y >0, 2z +y < 4,

0 en otro caso.

Determinese (a) la f.d.p. condicional de Y para cualquier valor dado de X y (b)
Pr(Y > 2| X = 0.5).

. Supéngase que la calificacién .X de una persona en una prueba de aptitud de mate-
maticas es un nimero entre 0 y 1, y que su calificacién Y en una prueba de aptitudes
musicales es también un nimero entre 0 y 1. Sup6ngase, ademads, que en la poblacién
de todos los estudiantes de bachillerato de Estados Unidos, las calificaciones X e Y
se distribuyen de acuerdo con la siguiente f.d.p. conjunta:

2
=(2z + 3 <z< <y<
f(w,y):{5(2L+3y) para 0<2<1y 0<y<l,

0 en otro caso.

(a) ;Qué proporc1on de estudiantes de bachillerato obtienen una cahﬁcaaon mayor
que 0.8 en la prueba de matemadticas?

(b) Si la calificacién en la prueba de misica de un estudiante es 0.3, ;cudl es la
probabilidad de que su calificaciéon en la prueba de matemadticas sea mayor que
0.8?

(c) Si la calificacién en la prueba de matematicas de un estudiante es 0.3, ;cudl es
la probabilidad de que su calificacién en la prueba de misica sea mayor que
0.8?
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8. Supdngase que para hacer una medida se pueden utilizar dos instrumentos. E! ins-
trumento 1 proporciona una medida cuya f.d.p. h; es

hl(:l:): 2z para 0 <z <1,
0 en Otro caso.

El instrumento 2 proporciona una medida cuya f.d.p. ha es

ho(z) = {31:2 para 0 < z < 1,
0 en otro ¢aso.

Supdngase que se selecciona uno de los dos instrumentos al azar y se realiza una
medicién con él.

(a) Determinese la f.d.p. marginal de X.
(b) Si el valor de la medida es X = 1/4, ;cull es la probabilidad de que se haya
utilizado el instrumento 1?

9. En una gran coleccién de monedas, la probabilidad X de obtener una cara cuando se
lanza una moneda varia de una moneda a otra y la distribucién de X en la coleccion
estd dada por la f.d.p. siguiente:

_JG6z(l—=z) para 0 <z <1,
fi(z) = 0 en otro caso.

Supdngase que se selecciona al azar una moneda de la coleccién, que se lanza una
vez y se obtiene una cara. Determinese la f.d.p. de X para esta moneda.

37  DISTRIBUCIONES MULTIVARIANTES

Ahora se generalizaran los resultados que se desarrollaron en las secciones 3.4, 3.5 y 3.6
para dos variables aleatorias X, Y a un nimero finito arbitrario n de variables aleatorias
X1,...,X,. En general, la distribucién conjunta de mas de dos variables aleatorias se
denomina distribucion multivariante.

Distribuciones conjuntas

Funcién de distribucién conjunta. La f.d. conjunta de n variables aleatorias X,..., X,
se define como la funcién F' cuyo valor en cualquier punto (z1,..., £,) de un espacio
n-dimensional K" estd dado por la relacién

F(xl,..-,xn): Pr(Xl S 171,X2 S-'Eg,-.-,)(n S xn)' (]-)

Toda f.d. multivariante satisface propiedades andlogas a las presentadas antes para las f.d.
univariantes y bivariantes.
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Notacién vectorial. En el estudio de la distribucién conjunta de n variables aleatorias
X1,...,X,, amenudo es conveniente utilizar la notacién vectorial X = (X1,...,X,) Yy
referirse a X como a un vector aleatorio. En lugar de hablar de la distribucién conjunta de
las variables aleatorias Xy, ..., X, con una f.d. conjunta F(z3,...,zn), se puede hablar
simplemente de la distribucién del vector aleatorio X con f.d. F(z). Cuando se utiliza
esta notacién vectorial, debe recordarse que si X es un vector aleatorio n-dimensional,
entonces su f.d. se define como una funcién sobre el espacio n-dimensional R". Para
cualquier punto z = (z1,...,Zn) € R", el valor de F (=) est4d dado por la ecuaci6n (1).

Distribuciones discretas. Se dice que n variables aleatorias X,..., X, tienen una dis-
tribucién discreta conjunta si el vector aleatorio (X, ..., X, ) puede tomar solamente un
ndmero finito 0 una sucesidn infinita de valores distintos posibles (z1,...,z,) en R*. La
f.p. conjunta de X, ..., X, se define entonces como la funcién f tal que para cualquier
punto (z;,...,z,) € R",

f(:L’l,...,:L'n) =Pl‘(X1 = :Ul,.;'.,Xn =:L'n).

En notacién vectorial, se dice que el vector aleatorio X tiene una distribucién discreta
y que su f.p. para cualquier punto € R™ est4d dada por la relacién

f(x) = Pr(X = =).
Para cualquier subconjunto A C R",
Pr(X € 4) = Y f(=).
TEA

Distribuciones continuas. Se dice que n variables aleatorias X3, ..., X, tienen una dis-
tribucién conjunta continua si existe una funcién no negativa f definida sobre R" tal que
para cualquier subconjunto A C R",

Pr[(Xl,...,X,,)GA]=/---[4f(x1,...,xn)dx1---d:c,,. )

La funcién f se denomina la f.d.p. conjunta de X1, ..., Xn.
Si la distribuci6én conjunta de X, ..., X,, es continua, entonces la f.d.p. conjunta f
se puede obtener a partir de la f.d. conjunta F' utilizando la relaci6én

O"F(z1,...,zpn)
6:::1 .- -8.1:,,

f($17-~-)$n)=

para todos los puntos (zi,...,2,) en los que existe la derivada.
En notacién vectorial, f(x) denota la f.d.p. del vector aleatorio X y la ecuacién (2)
se puede reescribir mis sencillamente de Ia forma

Pr(XGA):/---Lf(m)dzl---dxn.
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Distribuciones mixtas. En un problema particular es posible que algunas de las variables
aleatorias X, ..., X, tengan distribuciones discretas y que las otras tengan distribuciones
continuas. La distribucién conjunta de X,,..., X,, se podria representar entonces por
una funcién que podria denominarse la fp. — f.d.p. conjunta. La probabilidad de que
(X1,...,Xn) pertenezca a cualquier subconjunto A C R"™ se calcularia sumando sobre
los valores de algunas componentes e integrando sobre los valores de las otras.

Como se afirmé en la seccién 3.4, en problemas practicos también pueden aparecer
tipos de distribuciones conjuntas mas complicadas, en donde varias combinaciones de las
variables X,..., X, tienen una distribucién mixta.

Distribuciones marginales

Obtencién de una fd.p. marginal. Si se conoce la distribucién conjunta de n variables

aleatorias X, ..., X, entonces se puede obtener la distribuci6én marginal de cualquier
variable aleatoria X; a partir de esta distribucién conjunta. Por ejemplo, si la f.d.p.
conjunta de X,,...,X, es f, entonces la f.d.p. marginal f; de X, para cualquier valor

x, estd dada por la relacién

fl(a:l).—_/::---/_o:of(:cl,...,a:n)d:cg---da:,,.

-

n—1

Generalizando, la f.d.p. conjunta marginal de cualquier  de las n variables aleatorias
X1,...,X, se puede determinar integrando la f.d.p. conjunta sobre todos los valores
posibles de las n — k variables restantes. Por ejemplo, si f es la f.d.p. conjunta de cuatro
variables aleatorias X, X5, X3 y X4, entonces la f.d.p. marginal bivariante foy de X, y
X4 para cualquier punto (z2, x4) estd dada por la relacién

o0 o0
foa(za, z4) = / / flry, 22,23, 24) dzy dxs.
—o0 J —00

Si n variables aleatorias X, ..., X,, tienen una distribucién conjunta discreta, en-
tonces la f.p. marginal conjunta de cualquier subconjunto de las n variables se puede
obtener mediante relaciones anilogas a las anteriores. En las nuevas relaciones, las inte-
grales se reemplazan por las sumas.

Obtencibén de una fd. marginal. Considérese ahora una distribucién conjunta discreta o
continua de X,,...,X, cuya f.d. conjunta es F'. La f.d. F; de X, se puede obtener a
partir de la siguiente relacion:

Fl(:l!l) = Pl‘(X1 < .Ll) = Pl'(Xl <21,X9<00,...,Xp < OO)

= :c,l'i-l-»noo F(l'l, Ta,... ,:L’,,).
j=2,...n
Generalizando, la f.d. marginal conjunta de cualquier k& de las »n variables X;,..., X,

se puede determinar calculando el valor limite de la f.d. n-dimensional F' cuando x; — oo
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para cada una de las restantes n — k variables z;. Por ejemplo, si F' es la f.d. conjunta
de cuatro variables aleatorias X;, X5, X3 y X4, entonces la f.d. marginal bivariante Foq
de X> y X4 para cualquier punto (x2,z4) estd dada por la relacién

Fas(z2,24) = L F(zy,z2,23,24).

Ta— 00
Variables aleatorias independientes. Se dice que n variables aleatorias Xy, ..., X, son
independientes si, para n conjuntos cualesquiera A;, Ao, ..., A, de nimeros reales,

PI‘(X1 € A, X,€A,,...,X,, EAn) =

= Pr(X1 € A1) Pr(X2 € 42) ---Pr(X, € A,).

Si se define F' como la f.d. conjunta de X,,...,X,, y F; como la f.d. marginal uni-
variante de X; para 1 = 1,...,n, entonces resulta de la definicién de independencia
que las variables X,,..., X, son independientes si, y s6lo si, para todos los puntos
(z1,22,...,2,) € R",

F(xl, o,... ,xn) = Fl(xl)Fz(:!:z) c. - Fn(:z:,,)

En otras palabras, las variables aleatorias X, ...., X,, son independientes si, y s6lo
si, su f.d. conjunta es el producto de sus n f.d. marginales individuales.

Ademaés, si las variables X, ..., X, tienen una distribucién conjunta continua cuya
f.d.p. conjunta es f, y si f; es la f.d.p. marginal univariante de X;(i = 1,...,n), entonces
Xi,...,X, son independientes si, y s6lo si, para todos los puntos (z1, z2,...,z,) € R?
se satisface la siguiente relacién:

flz1,z2,...,2n) = fi(z1) fa(z2) - - - fu(zn). A3)

Andlogamente, si X;,...,X,, tienen una distribucién discreta conjunta cuya f.p.
conjunta es f y si la f.p. marginal de X; es f;, para¢ = 1, ..., n, entonces estas variables
son independientes si, y sélo si, se satisface la ecuacién (3).

Muestras aleatorias. Considérese una distribucién de probabilidad concreta sobre 1a recta
real que puede ser representada por una f.p. o una f.d.p. f. Se dice que n variables
aleatorias X,,...,X, constituyen una muestra aleatoria de esta distribucién si estas va-
riables son independientes y la f.p. o la f.d.p. marginal de cada una de ellas es f. En otras
palabras, las variables X;,...,X, constituyen una muestra aleatoria de la distribucién
representada por f si su f.p. o su f.d.p. conjunta g para todos los puntos (z1, z2,...,z,) €
R™ se especifica como sigue:

9(21,. .-, zn) = f(21)f(22) - - - f(2n).

Entonces, las variables de una muestra aleatoria son independientes e idénticamente dis-
tribuidas. Esta expresién suele abreviarse como i.i.d.

En estos términos, 1a afirmacién de que X, ..., X,, constituyen una muestra aleatoria
de una distribucién con f.d.p. f(z) es equivalente a la afirmacién de que X3, ..., X, son
i.i.d. con f.d.p. comin f(z). El nimero n se denomina tamario muestral.
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Ejemplo 1: Tiempo de vida de bombillas. SupOngase que los tiempos de vida de las
bombillas producidas en una fébrica se distribuyen de acuerdo con la f.d.p. siguiente:

_ fze~* para z > 0,
f(=)= 0 en otro caso.

Se determinari la f.d.p. conjunta de los tiempos de vida de una muestra aleatoria de n
bombillas seleccionadas de la produccién de la fabrica.

Los tiempos de vida X;,...,X, de las bombillas seleccionadas constituyen una
muestra aleatoria de la f.d.p. f. Por simplicidad tipogréfica se utiliza la notacién exp(v)
para denotar la exponencial e¥ cuando la expresién de v sea complicada. Entonces la
f.d.p. conjunta g de X;,..., X, es como sigue: Siz; >0Oparai=1,...,nn

g(z1,...,zn) = H f(z:)

t1=1

- (H ) exp (- g ).

t1=1

En otro caso, g(z1,...,%n) = 0.

En principio, cualquier probabilidad que involucra los n tiempos de vida X;,..., X,
se puede determinar integrando esta f.d.p. conjunta sobre el subconjunto apropiado de
R™. Por ejemplo, si A es el subconjunto de puntos (zi,...,x,) tales que z; > 0 para
i=1,...,ny .-, % < a, donde a es un nimero positivo, entonces

Pr(g;X,-<a> :/A(gx) exp(—zn;a:,-)dxl-nda:,,. p

=

La evaluacién de la integral presentada al final del ejemplo 1, sin la ayuda de tablas
o un ordenador, puede requerir una cantidad de tiempo considerable. Sin embargo, otras
probabilidades se pueden evaluar ficilmente a partir de las propiedades bdsicas de las
distribuciones continuas y las muestras aleatorias. Por ejemplo, sup6ngase que se desea
determinar Pr(X; < X2 < --- < X,;) segun las condiciones del ejemplo 1. Puesto que
las variables X3, ..., X, tienen una distribucién conjunta continua, la probabilidad de que
al menos dos de estas variables aleatorias tengan el mismo valor es 0. De hecho, la pro-
babilidad de que el vector (X, ..., X,) pertenezca a cualquier subconjunto de R"” cuyo
volumen n-dimensional sea 0, es 0. Ademas, puesto que X, ..., X, son independientes
e idénticamente distribuidas, todas tienen igual probabilidad de ser el minimo de los n
tiempos de vida, e igual probabilidad de ser el maximo. En general, si los tiempos de vida
Xi,...,X, se ordenan de menor a mayor, todas las ordenaciones posibles de X,..., X,
son igualmente verosimiles. Puesto que hay n! ordenaciones posibles distintas, la proba-
bilidad de la ordenacién X; < X, < --- < X, es 1/n!. Por tanto,

1
PI(X1<X2<"'<X,-,)=E-
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Distribuciones condicionales -
Supéngase que n variables aleatorias X1, ... , Xn_ tienen una distribucién conjunta con-
tinua cuya f.d.p. conjunta es f, y que fo denota la f.d.p. conjunta marginal de las n —1 va-
riables X5, ..., X. Entonces para cualesquiera valores de zo, .. ., =, tales que fo(x2,- .-,
z,) > 0, la f.d.p. condicional de X, dado que X2 = z2,...,X, = z, se define como
sigue: "
f(zl;ZQ)' --’xn)
Zy|T2,...,% = .
gl( 1 | 2 n) fo(xz,...,z,,)
En general, sup6ngase que el vector aleatorio X = (X,,...,X,) se divide en

dos subvectores Y y Z, donde Y es un vector aleatorio k-dimensional constituido por
k de las n variables aleatorias de X, y Z es un vector aleatorio (n — k)-dimensional
constituido por las restantes n — k variables aleatorias de X . Supéngase, ademais, que
la f.d.p. n-dimensional de (Y, Z) es f y que la f.d.p. (n — k)-dimensional de Z ‘es
f2. Entonces, para cualquier punto z € R~ tal que f2(z) > 0, la f.d.p. condicional
k-dimensional f; de Y cuando Z = z se define como sigue:

9(ylz) = fT(:I(;—;) paray € RF. , | C))

Por ejemplo, sup6ngase que la f.d.p. conjunta de cinco variables aleatorias X, . ..,X5
es f y que laf.d.p. marginal conjuntade X2 y X4 es f24. Sise supone que fz4(z2,24) > 0,
entonces la f.d.p. condicional conjunta de X;, X3 y X5, dado que X2 = z2 y X4 = x4,
es

f(xly 2,23, T4, 275)
faa(z2, z4)

g(x1,23,25 | T2, 24) = para (z,,z3, s) € R3.

Si los vectores Y y Z tienen una distribucién conjunta discreta cuya f.d. es f y si la
f.p. marginal de Z es f,, entonces la f.p. condicional g, (y | 2) de Y para cualquier valor
concreto Z = z también se puede especificar por 1a ecuacion (4).

Ejemplo 2: Determinacién de una f.d.p. marginal conjunta. Supbéngase que X; es una
variable aleatoria cuya f.d.p. fi1 es la siguiente: ‘

_fe* vpara z >0,
filz) = { 0 en otro caso.

Supéngase, ademis, que para cualquier valor concreto X; = z; (x1 > 0), otras dos
variables aleatorias X2 y X3 son independientes e idénticamente distribuidas y que la
f.d.p. condicional de cada una de estas variables es la siguiente:

=1t t>0
tz) = {xle para ,
g(t|z1) 0 en otro caso.
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Se determinard la f.d.p. conjunta marginal de X, y X3.
Puesto que X, y X3 son i.i.d. para cualquier valor dado de X, su f.d.p. condicional
conjunta cuando X; = z; (z; > 0) es

z2e~*1(z3+23) para 2, >0 y z3> 0,

923(32, 23| 21) = { 0 en otro caso

La f.d.p. conjunta f de X;, X, y X3 seré positiva solamente para aquellos puntos
(z1,x2,z3) tales que z; > 0, 2 > 0 y 3 > 0. Resulta ahora que, para cualquiera de
estos puntos,

f(z1, 22, 23) = f1(21)g23(z2, z3 | 1) = 2Ze~T1(1+zatzs)

Para z; > 0y z3 >' 0, la f.d.p. marginal conjunta fa3(z2,z3) de X, y X3 se puede
determinar como sigue:

2
(1 + 9 + 123)3.

A partir de esta f.d.p. marginal conjunta se pueden calcular probabilidades que in-
volucran X3 y X3, como Pr(X2 + X3 < 4). Resulta que

fa3(z2, z3) =/0 f(z1, 22, z3)de; =

4 4—zg 16
Pr(X;+ Xa<4)= / / foa(z2, z3)dzodz; = 5
o Jo

Se determinar4 ahora la f.d.p. condicional de X, dadoque X, = 22 y X3 = z3 (z2 >
> 0, z3 > 0). Para cualquier valor de z,,

f(zly Z2, $3) .
foa(z2, x3)

g1(z1 | z2,23) =

Para z; > 0, resulta que

1
gl(zl |$2,$3) = "2'(1 + T2 + zs)azge—&'l(l'i'xg-{-xs).

Para z; < 0,g1(z1 lzg, Za) =0.
Por iltimo, se calcula Pr(X; < 1|X; = 1, X3 = 4). Resulta que

1
Pl‘(Xl S 1|X2: 1,X3=4)=/ g1(131|1,4)d3)1
0

1
:/ 108z2e~%"1 dz; = 0.938. q
0
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EJERCICIOS

1. Supéngase que tres variables aleatorias X;, X y X3 tienen una distribucién conjunta
continua con la siguiente f.d.p.:

< < =
F(z1, 22, 73) = {c(:cl + 2z3 + 3z3) gﬁrztrg ca:o <1(=1,2,3),

Determinese (a) el valor de la constante c; (b) la f.d.p. marginal conjunta de X, y
X2y (@©Pr(Xs<1/2|X: =1/4,X2 = 3/4).

2. Supdngase que tres variables aleatorias X, X2 y X3 tienen una distribucién conjunta
continua con la siguiente f.d.p. conjunta:

f(xl T2 xS) — { ce"’(z'1+2x2+3:z:3) para z; > 0 (2 — 1’2’3)’
T 0 en otro caso.

Determinese (a) el valor de la constante c; (b) la f.d.p. conjunta marginal de X, y
X35y (c) PI'(X1 <1 |X2 =2, X3= 1).

3. Supéngase que un punto (X3, X2 X3) es seieccionado al azar, esto es, de acuerdo
con una f.d.p. uniforme, del conjunto S siguiente:

S ={(z1,22,23):0< z; < 1 parai = 1,2, 3}.

Determinese:
@ Pr[(X1 - >+ (X2 = 1)+ (Xs - ) < 1/4]
(b) Pr(X? + X2 + X3 <1).

4. Supdngase que un sistema electrénico contiene n componentes que funcionan inde-
pendientemente unos de otros; y que la probabilidad de que el componente ¢ funcione
bien es p; (¢ = 1,...,n). Se dice que los componentes estdn conectados en serie si
una condicién necesaria y suficiente para que el sistema funcione bien es que todos
los n componentes funcionen bien. Se dice que los componentes estin conectados
en paralelo si una condicién necesaria y suficiente para que el sistema funcione bien
es que al menos uno de los n componentes funcione bien. La probabilidad de que el
sistema funcione bien se denomina fiabilidad del sistema. Determinese la fiabilidad
del sistema, (a) suponiendo que los componentes estdn conectados en serie y (b)
suponiendo que los componentes estdn conectados en paralelo.

5. Supéngase que n variables aleatorias X1, ..., X, constituyen una muestra aleatoria
de una distribucién discreta cuya f.p. es f. Determinese el valor de Pr(X; = X, =
= s — Xﬂ)'



144  Variables aleatorias y distribuciones

6. Supdngase que n variables aleatorias X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria
de una distribucién continua cuya f.d.p. es f. Determinese la probabilidad de que al
menos k de estas n variables pertenezcan a un intervalo especifico a < z < b.

7. Supéngase que la f.d.p. de una variable aleatoria es la siguiente:

1 z"e”® para z >0
f(z) =4 n! ’
0 en otro caso.

Supéngase, ademdis, que para cualquier valor concreto X = z (z > 0), las n variables
aleatorias Y;,...,Y, son ii.d. y la f.d.p. condicional g de cada una de ellas es la
siguiente:

1
g(ylz):{; para 0 < y < =,

0 en otro caso.

Determinese (a) la f.d.p. marginal conjunta de Y3, ...,Y, y (b) la f.d.p. condicional
de X para cualesquiera valores concretos de Y3,...,Y,.

3.8 FUNCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Variable con una distribucién discreta

Supdngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién discreta cuya f.p. es f,
y que otra variable aleatoria Y = »(X) est4d definida como una funcién determinada de
X . Entonces la f.p. g de Y se puede obtener ficilmente a partir de f como sigue: Para
cualquier valor y de Y,

9(y) =Pr(Y = y) = Pr[r(X) = 9]

= Z f(=z).

z:r(z)=y

Variable con una distribucion continua

Si una variable aleatoria X tiene una distribucién continua, entonces el procedimiento
para obtener la distribucién de probabilidad de cualquier funcién de X es distinto del que
se acaba de presentar. Supdngase que la f.d.p. de X es f y que se define otra variable



3.8 Funciones de una variable aleatoria 145

aleatoria Y = r(X). Para cualquier nimero real y, la f.d. G(y) de Y se puede obtener
COmo sigue:

G(y) = Pr(Y <) = Prlr(X) < o]
= f(z)dz.

{z:r(z)<y}

Si la variable aleatoria Y tiene ademis una distribucién continua, su f.d.p. ¢ se puede
obtener a partir de la relaci6én

9(y) = __d(iz(ly).

Esta relacién se verifica para cualquier punto y en el que G es diferenciable.

Ejemplo 1: Obtencién de la fd.p. de X cuando X tiene una distribuci6n uniforme.
Supéngase que X tiene una distribuci6én uniforme sobre el intervalo (—1, 1), asi que

1 para —1<z<1
f(z)=4 2 ’
0 en otro caso.
Se determinar4 la f.d.p. de la variable aleatoria Y = X 2.

Puesto que Y = X2, entonces Y debe pertenecer al intervalo 0 <Y < 1. Entonces,
para cualquier valorde Y talque 0 < y < 1,lafd. G(y) de Y es

G(y) = Pr(Y <y) = Pr(X? < y)
= Pr(-y"/?2 < X <y'/?)

yz/n
= [ i@dz =y
—yt/2
Para 0 < y < 1, resulta que la f.d.p. g(y) de Y es

_dG(y) _ 1
'y(y)— dy 2y

Esta f.d.p. de Y se encuentra representada en la figura 3.17. Debe observarse que
aunque Y sea simplemente el cuadrado de una variable aleatoria con distribucién uniforme,
la f.d.p. de Y es no acotada en el entornode y = 0. <«
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g(»)

—

0
Figura 3.17 Laf.d.p.de Y = X2 del ejemplo 1.

Obtencién directa de la funcién de densidad de probabilidad

Si una variable aleatoria X tiene una distribucién continua y si Y = »(X), entonces no
es necesariamente cierto que Y tenga también una distribucién continua. Por ejemplo,
supbngase que r(z) = c, donde c es una constante, para todos los valores de = en un
intervalo a < z < b y que Pr(a < X < b) > 0. Entonces Pr(Y = ¢) > 0. Puesto
que la distribucién de Y asigna una probabilidad positiva al valor ¢, esta distribucién
no puede ser continua. Para derivar la distribucién de Y en un caso como este, hay que
calcular la f.d. de Y aplicando el método descrito anteriormente. Sin embargo, para ciertas
funciones r, la distribucién de Y es continua y entonces es posible obtener la f.d.p. de Y
directamente sin calcular primero su f.d.

Supéngase que ¥ = r(X) y que la variable aleatoria X s6lo toma valores en un
intervalo (a, d) sobre el cual la funcién r(z) es estrictamente creciente. Este intervalo, con
Pr(a < X < b) = 1, podria ser un intervalo acotado, un intervalo no acotado, o la recta
real completa. Cuando z varfe en el intervalo a < z < b, los valores de y = r(z) variarn
en un cierto intervalo a < y < 8. Ademds, paracada valorde yenelintervaloa <y < 8
existe un dnico valor z en el intervalo (a < =z < b) tal que r(z) = y. Si se denota este
valor de z como z = s(y), entonces la funcién s ser4 la funcién inversa de » . En otras
palabras, para cualesquiera valores de = € y en los intervalos a < 2 < b, a < y < G,
ser4 cierto que y = r(z) si, y s6lo si, z = s(y). Puesto que se supone que la funcién r
es continua y estrictamente creciente en el intervalo (a, b), 1a funcién inversa s también
serd continua y estrictamente creciente en el intervalo (a, 8). Por tanto, para cualquier
valor de y tal que a < y < 3,

G(y) = Pr(Y < y) = Pr[n(X) < y] = Pr[X < s(y)] = F[s(y)].

Si también se supone que s es una funcién diferenciable en el intervalo («, 3),
entonces la distribucién de Y serd continua y el valor de su f.d.p. g(y) paraa < y < g8
sera
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dG(y) _ dF [s(y)] dl«?(y)
2 4 = = fls(y)] == (1)

9(y) =

En otras palabras, la f.d.p. g(y) de Y se puede obtener directamente de la fd.p. f(z)
reemplazando = por su expresién en funcién de y y multiplicando el resultado por dz/dy.

Anilogamente, si Y = r(X) y se supone que la funcién r es continua y estrictamente
decreciente en el intervalo (a,b), entonces Y variard en un intervalo («, 8) al variar X
en el intervalo (a, b) y la funcién inversa s serd continua y estrictamente decreciente en
el intervalo («, §). Por tanto, para o < y < f3,

G(y) = Pr[r(X) <yl = Pr[X > s(y)] = 1 - Fls(y)].

Si se supone de nuevo que s es diferenciable en el intervalo («, 3), entonces resulta
que

dG(y) _

9w = LY = s 5L

Puesto que s es estrictamente decreciente, ds(y)/dy < 0 y g(y) se puede expresar de la
forma

9@ = F1s@)] | Z2 .

)

Puesto que la ecuacién (1) se verifica cuando r y s son funciones estrictamente cre-
cientes y la ecuacién (2) se verifica cuando r y s son funciones estrictamente decrecientes,
los resultados obtenidos se pueden resumir como sigue:

Sea X una variable aleatoria cuya fdp. es f y Pr(a < X <b) =1. SeaY =
= r(X), y supdngase que r(z) es continua y estrictamente creciente o estrictamente
decreciente para a < r < b. Supongase, ademds, que a < X < b si, y sélo si,
a<Y < ByseaX = s(Y) lafuncidn inversa para a <Y < f3. Entonces la f.d.p.
g de Y estd dada por la relacion

9(y) = { S(J)] | (y)| para a< y < g, 3)
0

en otro caso.
Ejemplo 2: Obtencion de una fd.p. por el método directo. Sup6ngase que X es una

variable aleatoria cuya f.d.p. es

en ofro caso.

Se obtendrd laf.dp.deY =1 — X2,
En este ejemplo, Pr(0 < X < 1) = 1 e Y es una funcién continua y estrictamente
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decreciente de X para 0 < X < 1. Cuando X varia en el intervalo (0, 1), resulta que
Y también varia en el intervalo (0,1). Ademis, para 0 < Y < 1, la funcién inversa es
X = (1-7Y)¥2, Por tanto, para 0 < y < 1,

ds(y) _ 1
dy —  2(1—y)l/?

De la ecuacién (3) resulta que para 0 < y < 1, el valor de g(y) es

9(y) =3(1~y)- 2(1——11/)1T = %(1 _ )2,

Por iltimo, g(y) = 0 para cualquier valor de y fuera del intervalo0 < y < 1. <«

Transformada integral de probabilidad

Supbngase que una variable aleatoria X tiene una f.d. continua F, y sea Y = F(X).
Esta transformacién de X a Y se denomina transformada integral de probabilidad. Se
demostrard ahora que la distribucién de Y debe ser una distribucién uniforme sobre el
intervalo (0, 1).

En primer lugar, puesto que F' es la f.d. de una variable aleatoria, entonces 0 <
< F(z) < 1 para —0o < z < oco. Por tanto, Pr(Y < 0) = Pr(Y > 1) = 0. Ahora,
para cualquier valor concreto de y en el intervalo 0 < y < 1, sea ¢ un nimero tal que
F(zg) = y. Si F es estrictamente creciente, existird un dnico valor z¢ tal que F(zg) = y.
Sin embargo, si F(z) = y sobre un intervalo completo de valores de =, entonces zo se
puede elegir arbitrariamente en este intervalo. Si G denota la f.d. de Y, entonces

G(y) = Pr(Y < y) = Pr(X < 20) = F(z0) = .

Por tanto, G(y) = y para 0 < y < 1. Puesto que esta funcién es la f.d. de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (0, 1), esta distribucién uniforme es la distribucién de Y.

SupOngase ahora que X es una variable aleatoria con una f.d. continua F'; que G
es otra f.d. continua en la recta real; y que se necesita construir una variable aleatoria
Z = r(X) cuya f.d. sea G.

Para cualquier valor de y en el intervalo 0 < y < 1, se define = = G~ !(y) como
cualquier nimero tal que G(z) = y. Se puede entonces definir la variable aleatoria Z
como sigue:

Z =G 1[F(X).

Para verificar que la f.d. de Z es realmente G, se observa que para cualquier nimero
ztalque 0 < G(z2) < 1,

Pr(Z < z) = Pr{G™ ! [F(X)] £ z} = Pr[F(X) < G(2)].
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Como -1a transformada integral de probabilidad F(X) tiene una distribucién uniforme
resulta, por tanto, que '

Pr[F(X) < G(2)] = G(2).
Por tanto, Pr(Z < z) = G(z), lo que significa que la f.d. de Z es G, como se requeria.

Tablas de digitos aleatorios

Utilizacién de una tabla. Considérese un experimento cuyo resultado debe ser uno de
los diez digitos 0,1,2,...,9 y en el que cada uno de estos diez digitos aparece con
probabilidad 1/10. Si este experimento se repite independientemente un gran nimero de
veces y la sucesién de resultados se presenta en forma de tabla, esta tabla se denomina
tabla de digitos aleatorios o tabla de numeros aleatorios. Una pequeiia tabla de digitos
aleatorios, con 4000 digitos, se presenta al final de este libro.

Una tabla de digitos aleatorios puede ser muy ltil en un experimento que involucre
muestreo. Por ejemplo, cualquier par de digitos aleatorios seleccionados de la tabla tiene
una probabilidad 0.01 de ser igual que cualquiera de los 100 valores 00,01,02,...,99.
Anilogamente, cualquier terna de digitos aleatorios seleccionados de la tabla tiene una
probabilidad 0.001 de ser igual que cada uno de los 1000 valores 000,001, 002,...,999.
Por tanto, si un experimentador desea seleccionar a una persona al azar de una lista de
645 personas, a cada una de las cuales se le ha asignado un nimero del 1 al 645, puede
simplemente empezar en cualquier lugar de la tabla de digitos aleatorios, examinar ternas
de digitos hasta localizar una entre 001 y 645, y entonces seleccionar la persona de la
lista a la que corresponde ese nimero.

Generacion de valores de una variable aleatoria con distribucion uniforme. Una tabla
de digitos aleatorios puede ser utilizada de la siguiente forma para generar valores para
una variable aleatoria ;X' con distribuciéon uniforme sobre el intervalo (0,1). Cualquier
terna de digitos aleatorios se puede considerar como un niimero entre 0 y 1 con tres cifras
decimales. Por ejemplo, la terna 308 se puede asociar con el decimal 0.308. Puesto que
todas las ternas de digitos aleatorios son igualmente probables, los valores de X entre
0 y 1 que son generados de esta forma a partir de la tabla de digitos aleatorios tendrin
una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Por supuesto que, en este caso, X se
especificara con sélo tres cifras decimales.

Si se desea anadir cifras decimales al especificar los valores de .\, entonces el experi-
mentador podria seleccionar digitos adicionales de la tabla. De hecho, si la lista completa
de 4000 digitos aleatorios proporcionada al final del libro se considera como una inica
sucesion, entonces la tabla completa se podria utilizar para especificar un valor entre 0 y 1
hasta con 4000 cifras decimales. En la mayoria de los problemas, sin embargo, se puede
alcanzar un grado de precisién aceptable utilizando una sucesién de sélo tres o cuatro
digitos aleatorios para cada valor. La tabla, entonces, se puede utilizar para generar varios
valores independientes de la distribucién uniforme.
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Generaciéon de valores de una variable aleatoria que tiene una distribucién especffica.
Una tabla de digitos aleatorios se puede utilizar para generar valores de una variable
aleatoria Y que tiene una f.d. continua especifica G. Si una variable aleatoria X tiene
una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1) y si la funcién G~! se define como
_antes, entonces resulta de la transformada integral de probabilidad que 1a f.d. de 1a variable
aleatoriaY = G~ 1(X) serd G. Por tanto, si se determina un valor de X a partir de la tabla
de digitos aleatorios por el método previamente descrito, entonces el valor correspondiente
de Y tendr4 la propiedad deseada. Si se determinan n valores independientes X;,..., X,
a partir de la tabla, entonces los correspondientes valores Yi,...,Y, constituirin una
muestra aleatoria de tamaifio n de la distribucién con la f.d. G.

Ejemplo 3: Generacién de valores independientes a partir de una fd.p. especffica.
Supdngase que se utiliza una tabla de digitos aleatorios para generar tres valores indepen-
dientes de la distribucién cuya f.d.p. g es la siguiente:

1 ,
g(y)={§(2_y) para 0 < y < 2,

0 en otro caso.
Para 0 < y < 2, la f.d. de G de la distribucién dada es

2

Gly)=y- yT-

Ademi4s, para 0 < z < 1, 1a funcién inversa y = G~1(z) se puede determinar resolviendo
la ecuacién x = G(y) para y. El resultado es

y=2[1-(1-=2)"?|. @)

El siguiente paso es utilizar la tabla de digitos aleatorios para especificar tres valores
independientes x,,z, y z3 de la distribucién uniforme. Cada uno de estos valores se
especifica con cuatro cifras decimales como sigue: Empezando en un punto arbitrario de
la tabla de digitos aleatorios, se seleccionan tres grupos sucesivos de cuatro digitos cada
uno. Tales grupos son:

4125 0894 8 302.
Se puede considerar que estos grupos de digitos especifican los valores
z; = 0.4125, zo = 0.0894, z3z = 0.8302.

Cuando se sustituyen sucesivamente estos valores de z;,z2 y 3 en la ecuacién (4),
los valores de y que se obtienen son y; = 0.47, y» = 0.09, e y3 = 1.18. Estos serdn tres
valores independientes de la distribucién cuya f.d. es G. <«
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Construccién de una tabla de digitos aleatorios. Una tabla de digitos aleatorios se cons-
truye generalmente con la ayuda de un computador grande, utilizando ciertas técnicas
numéricas. Un hecho interesante es que los digitos de una tabla de este tipo se calculan a
menudo con métodos que no involucran operaciones aleatorias en absoluto. Sin embargo,
muchas de las propiedades de estos digitos son las mismas que las de los digitos que se
generan realizando repetidas veces experimentos independientes en los que cada digito
ocurre con probabilidad 1/10.

Existen otros métodos de cdlculo para generar valores de distribuciones especificas
que son mads rapidos y precisos que el anterior, que se basa en la transformada integral de
probabilidad. Estos temas se encuentran desarrollados en los libros de Kennedy y Gentle
(1980) y de Rubinstein (1981).

EJERCICIOS
1. Supéngase que una variable aleatoria X puede tomar cada uno de los siete valores
-3,—-2,—-1,0,1,2,3 con la misma probabilidad. Determinese lafp.deY = X?—-X.

2. Supéngase que la f.d.p. de una variable aleatoria X es la siguiente:

1 .
—zr para O<a2<?2,
f(z) = { 2% P
0 en otro caso. ,
Ademis, supéngase que Y = X (2 — X). Determinense la f.d. y la f.d.p. de Y.

3. Supéngase que la f.d.p. de X es la indicada en el ejercicio 2. Determinese la f.d.p.
deY =4— X3, '

4. Supbngase que X es una variable aleatoria cuya f.d.p.es f yqueY = aX+b (a # 0).
Demuéstrese que la f.d.p. de Y es la siguiente:

1 y—>b
9(y) = f( " ) para — oo < y < oo.

la|

5. Supdngase que la f.d.p. de X es la indicada en el ejercicio 2. Determinese la f.d.p.
deY =3X + 2.

6. Supdngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme sobre el
intervalo (0, 1). Determinense las f.d.p. de (a) X2, (b) —X3,y (c) X'/2,

7. SupéOngase que la f.d.p. de X es la siguiente:

N_ Je ™ paraz >0,
f(l)‘{o paraz < 0.

Determinese la f.d.p. de ¥ = X/2,
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8. Supdngase que X tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Constri-
yase una variable aleatoria Y = r(X) cuya f.d.p. sea

5 _
g(y)={§y2 para 0 <y < 2,
0 en otro caso.

9. Sea X una variable aleatoria cuya f.d.p. es la indicada en el ejercicio 2. Constriiyase
una variable aleatoria Y = r(X) cuya f.d.p. sea la indicada en el ejercicio 8.

10. Utilicese la tabla de digitos aleatorios que se encuentra al final del libro para generar
cuatro valores independientes de una distribucién cuya f.d.p. es

1
o(y) = { 5(2y+1) para 0 < y < 1,

0 en otro caso.

3.9 FUNCIONES DE DOS O MAS VARIABLES ALEATORIAS

Variables con una distribucion conjunta discreta

Supéngase que n variables aleatorias X, ..., X, tienen una distribucién conjunta discreta
cuya f.p. conjunta es F' y que se definen m funciones Y7, ...., Y, de estas n variables
aleatorias como sigue:

Y1 = 7’1(X1, e ,Xn),

Y2 = T'Q(Xl,...,Xn),

Ym = Tm(Xl,...,Xn).

Para cualesquiera valores concretos yi, . . ., ¥ym de las m variables aleatorias Yy, ...., Yy,
sea A el conjunto de todos los puntos (zi,...,z,) tales que

rl(xlx CEEY )xn) = Y1,

7'2(:”1)- .. ;xn) = Y2,

Tm(-’lfl,--- ;xn) = Ym-
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Entonces el valor de la f.p. conjunta g de Yi,....,Y,, en el punto (v, -..,Ym) estd dado
por la relacién :

g Y1,y Ym) = E flz1,-..,zn).

(xl,...,xn)EA

Variables con una distribucion conjunta continua -

Si la distribucién conjuntade Xy, ..., X, es continua, entonces se debe utilizar un método
distinto del anterior para obtener la distribucién de cualquier funcién de X,,...,X,, o
la distribucién conjunta de dos o mds funciones de este tipo. Si la f.d.p. conjunta de
X1,.-.,Xn es f(z1,...,2n) ¥y si Y = r(X1,...,X5n), entonces la fd. G(y) de Y
se puede determinar a partir de algunos principios bédsicos. Para cualquier valor con-
creto y(—oo < y < o0), sea A, el subconjunto de R" que contiene todos los puntos
(z1,--.,zn) tales que r(z,,...,z,) < y. Entonces,

Gly)=Pr(Y <y)=Pr[r(X1,...,Xn) <y

=/---/A f(z1,...,2zn)dzy -+ -dzy.

Si la distribucién de Y también es continua, entonces la f.d.p. de Y se puede determinar
derivando la f.d. G(y).

Distribucién de los valores mdximo y minimo de una muestra aleatoria. Para ilustrar el
método descrito antes, supdngase que las variables X, ..., X, constituyen una muestra
aleatoria de tamafio n de una distribucién cuya f.d.p. es f y cuya f.d. es F' y se considera
la variable aleatoria Y,, definida como sigue:

Y, = max{X1,...,Xn}.

En otras palabras, Y, es el mayor valor de 1a muestra aleatoria. Se determinar4n la f.d.
G, ylafd.p. g, de Y,.
Para cualquier valor concreto de y (—o0 < y < o0),

Gn(y) = Pr(Yn < y) = Pr(Xl <y, Xo<y,...,Xn < y)
=Pr(X; <y)Pr(Xz <y) - Pr(X, <)
= F(y)F(y) - F(y) = [Fy)]".

Entonces, Gn(y) = [F(y)]".
La f.d.p. gn de Y, se puede determinar derivando esta f.d. G,,. El resultado es

gn(y) = n[F(y)]" ' f(y)  para —oo < y < oo.
Considérese ahora la variable aleatoria Y7, definida como sigue:

Yl = min{Xl,.. . ,X"}.
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En otras palabras, Y; es el menor valor de la muestra aleatoria.
Para cualquier valor concreto de y (—oc0 < y < o0), la f.d. G, de Y; se puede
obtener como sigue:

Gi(y) =Pr(Y1 <y)=1-Pr(Y; > yp)
=1-Pr( X1 >y, Xo>y,...,Xn>y)
=1—Pr(X;1 > y)Pr(X2>y)---Pr(Xn > )
=1-[1-F@Il-F@) --1-F@)
=1-[1-F®)]". '

Entonces, G1(y) =1 — [1 — F(y)]™.
La f.d.p. g1 de Y; se puede determinar derivando esta f.d. G;. El resultado es

a1(v) =n[l—- F¥)]""'f(y) para —oco< y< oo.

Por idltimo se demuestra como se puede utilizar este método para determinar la
distribucién conjunta de dos o més funciones de X;, ..., X,, obteniendo la distribucién
conjunta de Y7 e Y,. Si G es la f.d. bivariante conjunta de Y7 e Y,,, entonces para
cualesquiera valores de y1, yp (—00 < y; < Yy < 00),

G(y1,yn) = Pr(Y1 < y1,Yn < wn)
= PI'(Yn S yﬂ) - Pr(Yn S yﬂ)Yl > yl)
= Pr(Yn < yn)—
—Prinn < Xi S, 11 < X2 < ¥n, .-, y1 < Xn < yn)

= Gn(yn) - H Pr(yl < X; < yn)

i=1

= [F(yn)]" — [F(yn) — F(1)]".
La f.d.p. bivariante conjunta g de Y; e Y,, se puede determinar a partir de la relacién
62G(yl ’ yn)

g(ylayn) = 63/1—63/,,

Entonces, para —oco < y; < Yy, < 00,

9(y1,9n) = n(n — D)[F(yn) — F(y1)I* "2 f (1) f (n)- (1)

Ademés, para los restantes valores de y1, yn, 9 (¥1,yn) = 0. Al final de esta seccién se
volvera a esta f.d.p. conjunta.
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Transformacién de una funcidn de densidad de probabilidad multivariante

Se continda suponiendo que las variables aleatorias Xy, ..., X,, tienen una distribucién
conjunta continua cuya f.d.p. conjunta es f y considérese la f.d.p. conjunta g de n nuevas
variables aleatorias Y7, ..., Y, definidas como sigue:

Y1 = 1’1(X1,... ,Xn),

Ys = r2(X1,- -, Xn), ‘ )

Yn = Tn(Xl,...,Xn).

Se establecerdn ciertas hipGtesis sobre las funciones r;,...,r,. En primer lugar,
se denotard por S a un subconjunto de R" tal que Pr[(X;,..., X,) € S] = 1. El
subconjunto S podria coincidir con R™. Sin embargo, si la distribucién de probabilidad
de X,, ..., X, se concentra en un subconjunto propio de E", entonces este conjunto mis
pequefio podria seleccionarse para S. Se denotard también por T al subconjunto de R"
que es la imagen de S segin la transformacién especificada por las n ecuaciones de (2).
En otras palabras, a medida que los valores de (X;, ..., X,) varian en el conjunto S, los
valores de (Y7, ..., Yy) varian en el conjunto T". Supéngase ademds que la transformacién
de S a T es una transformacién biunfvoca. En otras palabras, a cada valor de (Y1,...,Y5)
en el conjunto T le corresponde un #nico valor de (X;,...,X,) en el conjunto S, tal que
se satisface las n ecuaciones de (2).

De esta ultima hip6tesis resulta que existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos (y1,-.-,yn)de T y los puntos (z,,...,z,) de S. Por tanto, para (y1,...,yn) € T
se pueden invertir 1as ecuaciones de (2) y obtener nuevas ecuaciones de la siguiente forma:

) = Sl(yl; <o ,yn);
z2 = s2(Y1,---,Yn), 3)
Tn = sﬂ(ylv' .. ,yn)-

Sup6ngase ahoraque parai = 1,...,ny j = 1,...,n, cada derivada parcial Js; /Jy;
existe en todo punto (y1,...,yn) € T. Segiin esta hip6tesis, se puede construir el deter-
minante J siguiente:

[ 051 9517
oy oy
J = det : :
O . 0s
Layl 33{,,_/

—
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Este determinante se denomina jacobiano de la transformaci6n especificada por las ecua-
ciones de (3). . ,

La f.d.p. conjunta g de las n variables aleatorias Y;,...,Y, se puede obtener uti-
lizando los métodos de célculo para cambio de variables en una integral miltiple. La
deduccién no serd desarrollada aqui, pero el resultado es el siguiente:

— f(sl)"')sn)‘Jl para(ylx'“’yﬂ)eT’ 4
g(yl,...,yn)—{o en otro caso. “

En la ecuacién (4), |J| es el valor absoluto del determinante J. Entonces, la f.d.p. conjunta
g(y1,-...,Yyn) se obtiene a partir de la f.d.p. conjunta f(z,,...,z,), reemplazando en ella
cada valor z; por su expresion s;(y1,...,¥yn) en funcién de y,...,y, y multiplicando
entonces el resultado por |J|.

Ejemplo 1: La fd.p. conjunta del cociente y el producto de dos variables aleatorias.
Supéngase que dos variables aleatorias X; y X tienen una distribucién conjunta continua
cuya f.d.p. conjunta es la siguiente:

- 4,29 para0<a:1 <l,0<zy< 1,
f(z1,22) = {0 " en Otro caso.

Se determinaré la f.d.p. conjunta de dos nuevas variables aleatorias Y; e Y, que se definen
por las relaciones

Vi=2l e Yi=X1 X5 | (5)

o Al resolver las ecuaciones de (5) para X; y X, en funcién de Y; e Y5, se obtienen
las relaciones

Yo\ M2
X, =("1Y2)Y? y Xz=(ﬁ) : (6)

Si S es el conjunto de puntos (x;,z2) tales que 0 < z; < 1, 0 < z, < 1, entonces
Pr[(X,,X2) € S] = 1. Ademis, se puede observar de las relaciones (5) y (6) que las
condiciones 0 < X; < 1, 0 < X, < 1 son equivalentes a las condiciones Y; > 0,Y, >
>0,Y,Y, < 1y (Y2/Y;) < 1. Por tanto, a medida que los valores (z,,z5) de X; y X,
varian en el conjunto S, los valores (y,,y2) de Y, e Y, variardn en el conjunto T' que
contiene todos los puntos tales que y; > 0,42 > 0, (v12)/?2 < 1y (y2/y1)/? < 1. Los
conjuntos S y 7' se encuentran representados en la figura 3.18.

Las transformaciones definidas por las ecuaciones de (5) o, equivalentemente, por las
ecuaciones de (6) especifican una relacién biunivoca entre los puntos de S y los puntos
de T. Para (y1,y2) € T, esta transformacién est4 definida por las relaciones siguientes:

Iy = Sl(yl,yz) = (y1y2)1/2,
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2 A

0 VrT OI M

Figura 3.18 Los conjuntos S y T para el ejemplo 1.

1/2
Y2

o = 32(y1;y2) el .
1

Para estas relaciones,

oy 2 \wn ’ Jy> 2 \y2 ’

?i%__l(y_z)l/z Q_s_z_i(_l_>”2

oy1 2 \y? ’ dy2 2 \y1y2 )
Por tanto,

()" )"
2 \»n 2 \y2 1

J=det =

1(y2>1/2 1( 1 )1/2 2u1
_5 ﬁ 5 Yiya

Puesto que y; > 0 en el conjunto T, |J| = 1/(2y,).

La f.d.p. conjunta g(y1,y2) se puede obtener ahora directamente de la ecuacién (4)
de la siguiente forma: En la expresién para f(z,, £2), se reemplaza z; por (y1y2)Y/?, 22
por (y2/y1)'/? y se multiplica el resultado por |J| = 1/(2y;). Por tanto,

Y2
9(y1,y2) = { 2 (y1> para (y1,y2) € T,

0 en oo caso. q

Transformaciones lineales

Como ilustracién adicional de los resultados presentados aqui, se continda suponiendo que
las n variables aleatorias X, ..., X, tienen una distribucién conjunta continua cuya f.d.p.
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conjunta es f y considérese ahora un problema en el que n nuevas variables aleatorias

Y,,...,Y, se obtienen a partir de X, ...,X,, mediante una transformacién lineal.
Considérese una matriz A n xn y supdngase que las n variables aleatorias Y3,...,Y,
estdn dadas por la siguiente ecuacidn:
Yh B¢
: =A]: . (7)
Yn 4Yn
Entonces, cada variablg Y; es una combinacién lineal de las variables X,,...,X,,. Su-

poéngase, ademé4s, que la matriz A es no singular y que, por tanto, existe la matriz A~.
Resulta entonces que la transformacioén dada por la ecuacién (7) es una transformacién
biunivoca del espacio R" en si mismo. Para cualquier punto (y;,...,y») € R™, la
transformacién inversa se puede representar por la ecuacién

=A"1]: |. (8)
In YUn

El jacobiano J de la transformacion definida por la ecuacién (8) es simplemente
J = det A™!. Ademas, se sabe por la teoria de determinantes que

1
det A7 = -
© det A
Por tanto, en cualquier punto (y;,...,y,) € R™, la f.d.p. conjunta g(y;,....,¥n) de
Y1,..., Y, se puede calcular de la siguiente forma: En primer lugar, para¢ = 1,...,n,
la componente z; de f(z1,...,%,) se reemplaza por la i-ésima componente del vector
u
A—l
Yn

Entonces el resultado se divide por | det A |.
En notacién vectorial, resulta que

1 551
r = y Yy =
Tn Yn
Se denotar4 también por f(x) y g(y) alas f.d.p. conjuntas de X;,..., X, eYy,...,Y,,

respectivamente. Entonces

1 - n
9(y) = mf(A 'y) paray € R". (&)
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Suma de dos variables aleatorias

Supéngase que dos variables aleatorias X; y X, tienen una f.d.p. conjunta f y que se
desea determinar la f.d.p. de la variable aleatoria Y = X; + X,. '

Por conveniencia, se define Z = X,. Entonces, la transformacién de X, y X, aY
y Z seré una transformacidn lineal biunivoca. La transformacién inversa esti dada por
las ecuaciones siguientes:

Xi1=Y -2,
X 2 = Z.
La matriz A~! de coeficientes de esta transformacién es

1 (1 =1
=5 1)

Por tanto,
1 -
det A 1
De la ecuacién (9) resulta que la f.d.p. conjunta go de Y y Z en cualquier punto
(y,2) es
gO(y) Z) = f(y -z, Z)-
Por tanto, la f.d.p. marginal g de Y se puede obtener de la relacién

det A~ =

g(y)=/ fly—z2)dz  para —oo <y < oo. (10)

Si se hubiera definido inicialmente Z por la relacién Z = X, entonces se habria
obtenido la siguiente forma alternativa y equivalente de la f.d.p. g:

9(y) =/oo f(z,y—2)dz  para — oo <y < oo. (11)

Si X; y X- son variables aleatorias independientes con f.d.p. marginal f, y f,
respectivamente, entonces para todos los valores de =, y z,,

f(zy,22) = fi(z1) fa(z2).

Por tanto, de las ecuaciones (10) y (11) resulta que la f.d.p. g de Y = X; 4+ X, estd dada
por cualquiera de las relaciones siguientes:

9(y) = [- fi(y — 2)f2(2) dz para — oo < y < oo. (12)

ag(y) = [_ f1(2)f2(y — 2) dz para — oo < y < 00. (13)

La f.d.p. g determinada por la ecuacién (12) o la (13) se denomina convolucién de f;
y fa.
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Ejemplo 2: Determinacién de la fd.p. para una convolucién. Supédngase que X; y
X2 son variables aleatorias i.i.d. y que la f.d.p. de cada una de estas dos variables es la
siguiente: : .

piay— [ para z >0,
- f@) { 0 en otro caso.

Se determinari la f.d.p. g de la variable aleatoria Y = X; +X,. A partir de la ecuacién(12)
o la ecuacién (13),

o(y) = /_ fy—2)f(z) d= . para — oo <y < oo. (14)

Puesto que f(z) = 0 para z < 0, resulta que el integrando de la ecuacién (14) es 0 si
z < 0 0 siz>y. Por tanto, para y > 0,

Yy Yy
o(y) = / fly— 2)f(2) ds = / e~ (V=) =2 g,

v ,
=/ e Vdz = ye™Y.
0

Ademis, g(y) =0 paray < (0. «

El rango

Supébngase ahora que las n variables aleatorias X1,..., X, constituyen una muestra aleato-
ria de una distribucién continua cuya f.d.p..es. f y cuya f.d. es F. Como anteriormente
en esta seccién, sean las variables aleatorias Y7 e Y,, definidas como sigue:

Y, = min{X;,..., X, } e Y,=max{X,,...,X,} : (15)

La variable aleatoria W = Y,; — Y] se denomina rango de la muestra. En oftras
palabras, el rango W es la diferencia entre el valor méis grande y el mas pequeiio de la
muestra. Se determinard la f.d.p. de .

La f.d.p. conjunta ¢(v1,¥y») de Y; e Y), se presentd en la ecuacién (1). Si se define
Z = Y1, entonces la transformacién de Y1 € Y, a W y Z serd una transformacién lineal
biunivoca. La transformacién inversa estd dada por las ecuaciones siguientes:

Y = Z,
Y, =W+ Z.
Para esta transformacién, |J| = 1. Por tanto, la f.d.p. conjunta h(w,z) de W y Z se

puede obtener reemplazando y; por z e y,, por w + z en la ecuacién (1). El resultado,
para w >0y —oo < z < o, €§

h(w,z) =n(n—1)[Flw+ z) — F()"? f(2)f(w+ 2). (16)
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En otro caso, h(w,z) = 0.
La f.d.p. marginal h;(w) del rango W se puede obtener de la relacién

hi(w) = /oo h(w, z) dz. a7

Ejemplo 3: El rango de una muestra aleatoria de una distribucién uniforme. Sup6n-
gase que n variables X,,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (0,1). Se determinard la f.d.p. del rango de la muestra.

En este ejemplo,

_f1 paral<z<l,
fz) = 0 en otro caso.

Ademis, F(z) = z para 0 < z < 1. Por tanto, en la ecuacién (16), h(w, z) = 0, salvo
para0 < w < 1y 0 < z < 1—w. Para valores de w y z que satisfagan estas condiciones,
de 1a ecuacién (16) resulta que

h(w,z) = n(n — Dw"" 2,
De la ecuacién (17) resulta que para 0 < w < 1, la f.d.p. de W es
1—-w
hi(w) = / n(n — Dw" "2 dz = n(n — D" (1 - w).
0

En otro caso, hi(w) =0. <«

EJERCICIOS

1. Supéngase que tres variables aleatorias X1, X2 y X3 tienen una distribucién conjunta
continua cuya f.d.p. conjunta es la siguiente:

_ [8zyzoz3 para 0<z;<1(:=1,2,3),
f(#1,23,23) {0 en otro caso.

Supbngase, ademis, que Y; = X,;,Y2 = X; X2 e Y3 = X; X2X3. Determinese la
f.d.p. conjunta de Y;,Y2 e Ya.
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10.

11.

. Supéngase que X; y X son variables aleatorias i.i.d. y que cada una de ellas tiene una

distribucién uniforme en el intervalo (0, 1). Determinese la fd.p. de Y = X; + X5.

. Supéngase que X; y X2 tienen una distribuciOn conjunta continua cuya f.d.p. con-

junta es la siguiente:

f(z1,22) = x1+=v2 pral0<z; <1lyO<z2<1,
1,2 en otro caso.

Determinese la f.d.p. de Y = X; X>.

. Sup6ngase que la f.d.p. conjunta de X; y X2 es como se indica en el ejercicio 3.

Determinese 1a f.d.p. de Z = X;/X,.

Sean X e Y variables aleatorias cuya f.d.p. conjunta es la siguiente:

— 2(:!:+y) para 0 <z <y<l1,
f(z,9) en otro caso.
Determinese laf.dp.de Z =X 4+ Y.

Supéngase que X; y X2 son variables aleatorias i.i.d. y que la f.d.p. de cada una de
ellas es 1a siguiente:

_ Je® paraz>0,
f(=) { 0 en otro caso.
Determinese 1a f.d.p. de Y = X; — X».

Supéngase que X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de tamafio n de una
distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1) y que Y,, = max{X,,...,X,}. De-
terminese el valor més pequefio de n tal que

Pr{Y, > 0.99} > 0.95.

Supéngase que las n variables X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1) y que las variables aleatorias Y; e Y,,
est4n definidas por la ecuacién (15). Determinese el valor de Pr(Y; < 0.1,Y,, < 0.8).

Con las condiciones del ejercicio 8, determinese el valor de Pr(Y; < 0.1,Y;, > 0.8).

Con las condiciones del ejercicio 8, determinese la probabilidad de que el intervalo
cuyos extremos son Y; e Y, no contenga el punto 1/3.

Sea W el rango de una muestra aleatoria de n observaciones de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (0, 1). Determinese el valor de Pr(W > 0.9).
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12. Determinese la f.d.p. del rango de una muestra aleatoria de n observaciones de una
distribucién uniforme sobre el intervalo (-3, 5).

13. Supéngase que X,,...,X, constituyen una muestra aleatoria de n observaciones
de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1)y sea Y la mayor observacién
después del miximo. Determinese la f.d.p. de Y. Sugerencia: En primer lugar,
determinese la f.d. G de Y observando que

G(y) = Pr(Y < y) = Pr(Al menos n — 1 observaciones < y).
14. Demuéstrese que si X, X2,...,X, son variables aleatorias independientes y si

Y: = ri(Xh), Yo = ro(X2),...,Yn = ra(X,), entonces Y1,Y>2,...,Y, también
son variables aleatorias independientes.

15. Supébngase que X, X3, ..., X5 son cinco variables aleatorias cuya f.d.p. conjunta se
puede factorizar para todos los puntos (z;,z2,...,z5) € R® de la siguiente forma:
f(zlaz2) L azS) = g(zla 32) h($3,-’84,-’85),

donde g y h son ciertas funciones no negativas. Demuéstrese que si Y7 = r{(X1, X2)
e Y2 = ro(X3, X4, Xs), entonces las variables aleatorias Y; e Y2 son independientes.

*3.10 LA PARADOJA DE BOREL-KOLMOGOROV

En esta seccién se describe una ambigiiedad, conocida como paradoja de Borel-Kol-
mogorov, que puede aparecer en el célculo de una f.d.p. condicional. La paradoja de
Borel-Kolmogorov resulta cuando la f.d.p. condicional de una variable aleatoria dada otra
se define condicionalmente en un suceso cuya probabilidad es cero. Se presentardn dos
ejemplos que ilustran la naturaleza general de la ambigiiedad.

Condicionando a un valor particular

Supéngase que X; y X2 son variables aleatorias i.i.d. y que la f.d.p. de cada una de ellas
es la siguiente:

_fe™® para z>0, 1
hi(=) {0 en otro caso. 1)

Entonces la f.d.p. conjunta de X; y X es

f(xl 32) — {e"(tl-f"?) para Ty > 0 y 2 > O, (2)
’ 0 en otro caso.
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Sea la variable aleatoria Z definida por la relaci6n

Xo—1
7 = X 3)

Supdngase que interesa la distribucién condicional de X; dado que Z = 0. Esta f.d.p.
condicional se puede determinar ficilmente aplicando los métodos presentados en este
capitulo como sigue: Sea Y = X;. Entonces la inversa de 1a transformacién de X; y X
aY y Z viene dada por las relaciones

r =Yy,

To = Yz +1. : 4

El jacobiano de esta transformacion es

J = det [1 O] =y. | ’ (5)
Yy

Puesto que y = x; > 0, resuita de la ecuacién (4) de la seccién 3.9 y de la ecuacién (2)
de esta seccién que la f.d.p. conjuntade Y y Z es

~(yz+y+1) | 1 ’ :
9(y,2) = { ye para y >0 e yz > —1, ©
0. en otro caso.

El valor de esta f.d.p. conjuntaen el puntodonde Y =y >0y Z =0es
9(y,0) = ye~ @),

Por tanto, el valor de la f.d.p. marginal g>(z) en el punto 2z = 0 es

o0
g2(0) = / g(y,0)dy = e~ 1.
0
Resulta que la f.d.p. condicional de Y dado que Z = 0 es.

9(y,0)
92(0)

Puesto que X; = Y, la f.d.p. condicional (7) es también la f.d.p. condicional de X; dado
que Z = 0. Entonces, si A denota el suceso de que Z = 0, se puede escribir

= ye ¥ paray > 0. @)

g1(z1|A) = z1e7 ™} paraz; > 0. | ' (8)

La deduccién que conduce a que la ecuacidn (8) es inmediata y obedece las reglas
presentadas para f.d.p. condicionales. Sin embargo, existe una forma aparentemente mu-
cho mids sencilla de obtener ¢1(z;,|A). Puesto que X; > 0, resulta de la ecuacién (3)
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que el suceso Z = 0 es equivalente al suceso X, = 1. Por tanto, el suceso A podria
precisamente describirse también como el suceso X, = 1. A partir de este punto de vista,
la f.d.p. condicional de X; dado A deberia ser la misma que la f.d.p. condicional de X,
dado que X, = 1. Puesto que X; y X2 son independientes, esta f.d.p. condicional es
simplemente ia f.d.p. marginal de X; dada por la ecuacién (1). Entonces, a partir de este
punto de vista, ‘

g1(z1|A) = fi(z1) =™ para z; > 0. %)

Puesto que se han obtenido aqui dos expresiones distintas, (8) y (9), para la misma
f.d.p. conjunta g;(z1|A), se ha llegado a la paradoja de Borel-Kolmogorov. Ambas
expresiones son correctas, pero tienen diferentes interpretaciones. Si se considera el
suceso A como un punto en €l espacio muestral de la variable aleatoria Z, entonces la
ecuacién (8) es correcta. Si se considera A como un punto en el espacio muestral de X,
entonces la ecuacién (9) es correcta.

La paradoja de Borel-Kolmogorov aparece porque Pr(A) = 0. Subraya el hecho
de que no es posible definir razonablemente una distribucién condicional para un Gnico
suceso que tiene probabilidad cero. Por tanto, una distribucién condicional puede tener
sentido inicamente en el contexto de una familia de distribuciones condicionales definidas
de forma consistente. '

Condicionando la igualdad de dos variables aleatorias

Se concluye esta seccién con otro ejemplo basado en la f.d.p. conjunta de X; y X,
dada por (2). Supdngase ahora que se desea calcular la f.d.p. condicional de X; dado
que X; = X3. Una forma de hacerlo es definir Z = X; — X2 y determinar la f.d.p.
condicional de X; dado que Z = 0.

Se puede verificar de forma inmediata que la f d.p. conjuntade X; y Z es

g(21,2) = {e“(z’""z) para z; >0,z < 21, (10)
0 €n otro caso.
Por tanto, para Z = 0,
g(x1,0) = e~ 2% paraz; > 0,

y el valor de la f.d.p. marginal g,(2) en el punto z = 0 es

oo . 1
g2(0) = / e~ ldry = -
0 2
Por tanto, si B denota el suceso de que X; = X3, es decir, Z = 0, entonces

g(a:l,O) — .26—21:1

91(:61 IB) - 92(0)

para x; > 0. (11
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Otra forma de resolver el mismo problema es considerar W = X5/X;. Entonces
el suceso B es equivalente al suceso de que W = 1. De nuevo se puede determinar de
forma inmediata que la f.d.p. conjuntade X; y W es

h(z1,w) = {:cle“(“'“”‘) para z; >0y w >0, (12)
0 en otro caso.

Por tanto, para W =1,
h(:L'l, 1) = :!,'16—2:1:l para z; > 0

y el valor de la f.d.p. marginal i,(w) en el punto w = 1 es

o0 1
ha(1) =/ zre” 2 dry = -
0 4
Por tanto, con este segundo procedimiento, resulta que

h—((l:l L] 1)

= 4 —-2r, )
ha(D) rie paraz; > 0 (13)

9(z1|B) =

De nuevo se han obtenido dos expresiones distintas, (11) y (13), para la misma f.d.p.
condicional, ¢;(z:|B). Nuevamente, la ambigiiedad aparece porque Pr(B) = 0.

3.11 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. Supbéngase que X e Y son variables aleatorias; que X tiene una distribucién uniforme
discreta en los enteros 1,2, 3,4,5; y que Y tiene una distribucién uniforme continua
en el intervalo (0,5). Sea Z una variable aleatoria tal que Z = X con probabilidad
1/2 y Z =Y con probabilidad 1/2. Represéntese la f.d. de Z.

2. Supdngase que la variable aleatoria X tiene la siguiente f.d.:

¢ 0 para z < 0,

2

g;v para 0 < x <1,
F(:::)=<3 .

—-r — — ara 1 <2 <2,

575 P =¥=

(1 para x > 2.

Verifiquese que X tiene una distribucién continua y determinese la f.d.p. de X.
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. Supbngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién continua con la siguiente
fd.p.:

1
flz)= §€~|$| para — oo < & < 0.

Determinese el valor ¢ tal que F'(zp) = 0.9, donde F(z) es la f.d. de X.

. Supéngase que X; y X2 son variables aleatorias i.i.d. y que cada una tiene una
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Calcilese Pr(X2Z + X2 < 1).

. Para cualquier valor de p > 1, sea

@) =3 —.

P
z=1

Supéngase que la variable aleatoria X" tiene una distribucién discreta con la siguiente
f.p.:

f(z)=

»=1,2,....
e PETRS
(a) Para cualquier entero positivo n, determinese la probabilidad de que X sea
divisible por n.

(b) Determinese la probabilidad de que X sea impar.

. Supéngase que X; y X» son variables aleatorias i.i.d., cada una de las cuales tiene la
f.p. f(x) especificada en el ejercicio 5. Determinese la probabilidad de que X; + X
sea par.

. Supbéngase que un sistema electrénico contiene cuatro componentes y sea .X; el
tiempo hasta que el componente j falla (j = 1,2, 3,4). Supéngase que X, X3, X3
v X4 son variables aleatorias i.i.d., cada una de las cuales tiene una distribucién
continua con f.d. F(x). Sup6ngase que el sistema funcionard mientras funcione el
componente 1 y al menos uno de los otros tres componentes. Determinese la f.d. del
tiempo hasta que el sistema falla.

. Supéngase que una caja contiene un gran nimero de tachuelas y que la probabilidad
X de que una tachuela caiga con la punta hacia arriba cuando se lanza varia de una
a otra de acuerdo con la siguiente f.d.p.:

fle) = {Q(I—w) para 0 < x < 1,

0 €n otro caso.
Supdngase que se selecciona una tachuela al azar de la caja y que se lanza tres veces
independientemente. Determinese la probabilidad de que la tachuela caiga con la
punta hacia arriba en los tres lanzamientos.
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9.

10.

11.

12.

13.

Supéngase que el radio .X de un circulo es una variable aleatoria que tiene la siguiente
fd.p.:

f(z) = —;—(31:+1) para 0 < x < 2,

0 en otro caso.

Determinese la f.d.p. del area del circulo.

Supdéngase que la variable aleatoria X tiene la siguiente f.d.p.:

f(.L') —_ {26_21. paa xz > 0,
0 en otro caso.

Constriiyase una variable aleatoria Y = »(.X') que tenga una distribuci6én uniforme
sobre el intervalo (0, 5).

Supéngase que las 12 variables aleatorias X;,...,X;2 son i.i.d. y que cada una de
ellas tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 20). Para j = 0,1,...,19,
sea I; el intervalo (j,j + 1). Determinese la probabilidad de que ninguno de los 20
intervalos disjuntos I; contenga més de una de las variables aleatorias .X;,..., X12.

Supéngase que la distribucién conjunta de X e Y es uniforme en un conjunto A en
el plano zy. ;Para cudl de los siguientes conjuntos A son independientes X e Y'?
(2) Un circulo de radio 1 y con su centro en el origen. '

(b) Un circulo de radio 1 y con su centro en el punto (3, 5). v

(c) Un cuadrado con vértices en los cuatro puntos (1,1), (1,~1), (-1,-1) y
(d) Un rectidngulo con vértices en los cuatro puntos (0, 0), (0, 3), (1,3) y (1,0).
() Un cuadrado con vértices en los cuatro puntos (0,0), (1,1), (0,2) y (—-1,1).

Supbngase que X e Y son variables aleatorias independientes con las siguientes
fd.p.:

| _ 1 para 0 <2 <1,
fl(x)_-{o en otro caso.

. 1
8y para 0<y< —,

fa2(z) = 2

0 en otro caso.

Determinese el valor de Pr(X > Y').
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15.

16.

17.

18.

19.

3.11 Ejercicios complementarios 169

Supdngase que un dia concreto dos personas, A y B, llegan a una tienda indepen-
dientemente una de otra. Supdngase que A permanece en la tienda 15 minutos y B
permanece 10 minutos. Si el tiempo de llegada de cada persona tiene una distribucién
uniforme entre las 9 y las 10 de la mafana, ;jcudl es la probabilidad de que A y B
estén en la tienda al mismo tiempo?

Supdngase que .X e Y tiene la siguiente f.d.p. conjunta:

. — 2(.z:+y) para 0<x<y<1
f(z,y) en otro ¢aso.

Determinese (a) Pr(X < 1/2); (b) la f.d.p. marginal de X'; (¢) la f.d.p. conjunta de
Y dado X = z.

Supdngase que X e Y son variables aleatorias. La f.d.p. marginal de X es

f(x)z{g:c“ para O<a<l,
€n otro caso.

Ademads, la f.d.p. condicional de Y dado que X = z es

3y
g(y|z) = 3 para 0 < y < z,

0 en otro caso.

Determinese (a) la f.d.p. marginal de Y y (b) la f.d.p. condicional de X dado que
Y =y.

Supérigase que la distribucién conjunta de X e Y es uniforme en la regién del plano
zy acotada por las cuatrorectas * = —1l,z = 1,y = 2 + 1, y = ¢ — 1. Determinese
(a) Pr(XY > 0) y (b) la f.d.p. condicional de Y dado que X = z.

Supdngase que las variables aleatorias X e Y, tienen la sighiente f.d.p. conjunta:

6 para O<z<y<z<l,

f2,y,2) = 0 en otro caso.

Determinense las f.d.p. marginales univariantes de X, Y y Z.

Supéngase que las variables aleatorias X, Y y Z tienen la siguiente f.d.p. conjunta:

2 para 0<er<y<lylO<z<l,

fz,y,2) = 0 en otro caso.

Calciilese Pr(3X > Y |1 < 4Z < 2).
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20.

21.

22.

23.

Supéngase que X e Y son variables aleatorias i.i.d. y que cada una tiene la siguiente
f.d.p.:

N — e”® para z > 0,
(=) {0 en otro caso.

Definanse ademds U = X/(X +Y), V=X +7Y.
(a) Determinese la f.d.p. conjuntade U y V.
(b) {Son independientes U y V?

Supéngase que las variables aleatorias X e Y tienen la siguiente f.d.p. conjunta:

_ [8xy para 0<z<y<l,
f(=9) = 0 en otro caso.
Definanse ademas U = X/Y, V=Y.
(a) Determinese la f.d.p. conjuntade U y V.
(b) ¢(Son independientes U y V'?

Supéngase que Xi,...,X, son variables aleatorias i.i.d., cada una con la siguiente
fd.:
_J0 para x <0,
F(z) = {l—e"” para = > 0.
SeaY) = min{X,,...,X,}eY, = max{X,,..., X, }. Determinese la f.d.p. condi-

cional de Y; dado que Y,, = y,.

Supéngase que X3, X2 y X3 constituyen una muestra aleatoria de tres observaciones
de una distribucién que tiene la siguiente f.d.p.:

N_ J22 para O0<z <],
fz) = 0 en otro caso.

Determinese la f.d.p. del rango de la muestra.




Esperanza

4.1 ESPERANZA DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Esperanza de una distribucion discreta

Supéngase que una variable aleatoria X tiene una distribuci6én discreta cuya f.p. es f. La
esperanza de X, que se denota por E(X), se define como sigue:

E(X)=) zf(z). 1)
r
Ejemplo 1: Cdlculo de una esperanza a partir de una f.p. Sup6éngase que una variable
aleatoria X puede tomar uinicamente los valores —2, 0, 1 y 4 y que Pr(X = —2) = 0.1,
Pr(X =0)=04, Pr(X =1) =03y Pr(X = 4) = 0.2. Entonces,

E(X) = —2(0.1) + 0(0.4) + 1(0.3) + 4(0.2) = 0.9.  «

Se puede observar en el ejemplo 1 que la esperanza E(X) no es necesariamente
igual a uno de los valores posibles de X.

Si X puede tomar dnicamente un nimero finito de valores distintos, como en el
ejemplo 1, entonces existe Unicamente un nimero finito de términos en la suma de la
ecuacién (1). Sin embargo, si existe una sucesién infinita de valores posibles distintos de
X, entonces la suma de la ecuacidn (1) es una serie infinita de términos. Tal serie puede
no converger para una f.p. concreta. Se dice que la esperanza E(X) existe si, y s6lo si,
la suma de la ecuacién (1) es absolutamente convergente, esto es, si, y s6lo si,

S lelf (@) < oo. @)

En otras palabras, si se verifica la relacién (2), entonces F(X) existe y su valor estd dado
por la ecuacién (1). Si no se verifica la relacién (2), entonces E'(X) no existe.

171
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Esperanza de una distribucién continua

Si una variable aleatoria X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. es f, entonces la
espéranza.F(X) se define como sigue:

B = [ ef@)de. - 3

— 00

Ejemplo 2: Cdlculo de una esperanza de una fd.p. Supdéngase que la f.d.p. de una
variable aleatoria X con una distribucién continua es

. __ [2x para 0<z <],
f(z) = 0 en otro caso.

Entonces,

1 1.
E(X)=[) x(?:c)d:v=‘/o 2:c2d1:=-§-- ‘ aq

Se dice que la esperanza E(X) existe para una distribucién continua si, y s6lo si, la
integral de la ecuacién (3) es absolutamente convergente, esto es, si, y sélo si,

/oo |z|f(z) dx < oo.

— 00

Siempre que X sea una variable aleatoria acotada, esto es, siempre que existan nimeros
ayb(—oco0 <a<b<oo)tales que Pr(a < X <b) =1, como en el ejemplo 2, entonces
E(X) debe existir.

Interpretacion de la esperanza

El nimero E(X) se llama también valor esperado de X o media de X; y los términos
esperanza, valor esperado y media pueden ser utilizados indistintamente. El nimero £(X)
se llama también esperanza, valor esperado, o media de la distribucién de X. De hecho,
en el ejemplo 2, el nimero 2/3 se puede denominar valor esperado de X o media de la
distribucién especificada por la f.d.p. f.

Relacién de la media con el centro de gravedad. La esperanza de una variable aleatoria
también llamada, la media de su distribucién, se puede considerar como el centro de
gravedad de esa distribucion. Para ilustrar este concepto, considérese, por ejemplo, la f.p.
representada en la figura 4.1. El eje = se podria considerar como una larga barra sin peso
en la que se colocan diversas masas. Si en cada punto z; de la barra se coloca una masa
con un peso igual a f(z;), entonces la barra permanecerd en equilibrio inicamente si se
apoya en el punto E(X).

Considérese ahora la f.d.p. representada en la figura 4.2. En este caso, el eje = se
podria considerar como una larga barra a lo largo de la cual la masa varia en forma
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f(xa)
fx3)
flx3)
fxs)
Sfxy)
EX)
x P
X X4 X3 Xq Xg

Figura 4.1 La media de una distribuci6n discreta.

continua. Si la densidad de la barra en el punto z es igual a f(z), entonces el centro de
gravedad de la barra estaré localizado en el punto E(X) y la barra estard en equilibrio si
estd apoyada en ese punto.

A partir de esta exposicion se puede observar que la media de una distribucién puede
resultar enormemente afectada por un cambio muy pequefio en la masa de probabilidad
asignada a un valor grande de z. Por ejemplo, la media de la distribucién representada por
la f.p. de la figura 4.1 se puede trasladar a cualquier punto especifico sobre el eje z, sin
importar lo lejos del origen que pueda estar este punto, quitanto una masa de probabilidad
arbitrariamente pequefia pero positiva de uno de los puntos z; y colocando esta masa de
probabilidad en un punto suficientemente alejado del origen.

Supébngase ahora que 1a f.p. o f.d.p. f de una distribucién es simétrica con respecto a un
punto concreto xo en el eje z. En otras palabras, supongase que f(zo+6) = f(zo—6) para
todos los valores de 6. Supbngase también que existe 1a media £(X) de esta distribucion.
De acuerdo con la interpretacién de que la media es el centro de gravedad, resulta que
E(X) debe ser igual a zq, que es el punto de simetria. El siguiente ejemplo subraya el

J‘ S(x)

—0 P x
E(X)

Figura 4.2 La media de una distribucién continua.
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4 f1x)

1 } A I J i

-3 -2 -1 —-1N3 0 1MV3 1 2 3

Figura 43 La f.d.p. de una distribucién de Cauchy.

hecho de que es necesario asegurarse de la existencia de la media £(X) antes de que se
pueda concluir que F(X) = zq.

La distribucién de Cauchy. Supdngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién
continua cuya f.d.p. es la siguiente:

para —oo < z < oco. 4)

Esta distribucién se denomina distribucién de Cauchy. Se puede verificar el hecho de que
J22 f(z)dz = 1 utilizando el siguiente resultado de célculo elemental: ‘

—tan"lz = 1
dzx T 1422

para — oo < ¢ < 0o.

La f.d.p. dada por la ecuacién (4) se representa en la figura 4.3. Esta f.d.p. es
simétrica con respecto al punto x = 0. Por tanto, si existiera 1a media de 1a distribucién
de Cauchy, su valor tendria que ser 0. Sin embargo,

°°|2:|f(2:)d:c—; . Tt z = oo.

Por tanto, 1a media de la distribucién de Cauchy no existe.

La razén de la no existencia de la media de la distribucién de Cauchy es la siguiente:
Cuando se representa la curva y = f(x) como en la figura 4.3, sus colas se aproximan
al eje z lo suficientemente ripido para permitir que el 4rea total bajo la curva sea igual
a 1. Por otro lado, si cada valor de f(x) se multiplica por z y se representa la curva
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1/(2m) p——~===

ot o e e 0 e

\ N 1/(2”)

Figura 4.4 La curva y = z f(z) para la distribucién de Cauchy.

y = zf(x), como en la figura 4.4, las colas de esta curva se aproximan al eje x tan
lentamente que el 4rea total entre el eje x y cada parte de la curva es infinita.

Esperanza de una funcion

Funciones de una sola variable aleatoria. Si X es una variable aleatoria cuya f.d.p.
es f, entonces la esperanza de cualquier funcién »(X) se puede determinar aplicando la
definicién de esperanza a la distribucién de »(X') como sigue: Se consideraY = r(X); se
determina la distribucién de probabilidad de Y'; y entonces se determina E(Y') aplicando
la ecuacién (1) o la (3). Por ejemplo, supéngase que Y tiene una distribucién continua
con la f.d.p. g. Entonces,

o0

Er(O1= BW) = [ vo@)dy. | )

— Q0

Sin embargo, no es realmente necesario determinar'la f.d.p. de »(X") para calcular la
esperanza E[r(X)]. De hecho, se puede demostrar que el valor de E[r(X)] siempre se
puede calcular directamente a partir de la relacién

o0

Er(O)= [ (@) f(z)ds. ©)

- 00

En otras palabras, se puede demostrar que las dos relaciones (5) y (6) deben proporcionar
el mismo valor de E[r(X)] y que la esperanza E[r(X)] existe si, y s6lo si,

/00 |r(2)] f(z) dz < oo.

—_—o0
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Si la distribucién de Y fuera discreta, la integral de la ecuacién (5) seria reemplazada
por una suma. Si la distribucién de X fuera discreta, la integral de la ecuacién (6) seria
reemplazada por una surna.

El alcance de este libro no permite una demostracién general de la igualdad de los
valores de E[r(X)] determinados a partir de las ecuaciones (5) y (6). Sin embargo, se
demostrari esta igualdad para dos casos especiales. En primer lugar, supéngase que la
distribucién de X es discreta. Entonces la distribucién de Y debe ser también discreta.
En este caso, '

> yg(y) =D yPrir(X)=1y]
Yy Yy
=>_ v >  f@

zir(z) =y
= > r@f@)=)_r@)f(=z)
Yy z:r(z)=y T

Por tanto, las ecuaciones (5) y (6) proporcionan-el mismo valor.

En segundo’ lugar, supdngase que la distribucién de X es continua. Supdngase,
ademds, como en la seccién 3.8, que »(X) es estrictamente creciente O estrictamente
decreciente y que la funcién inversa s(y) es diferenciable. Entonces, si se realiza un
cambio de variables en la ecuacién (6) de z a y = r(z),

[ r@i@ae= [ urisen| 22l

—_—00 -—

Se deduce ahora a partir de la ecuacién (3) de la seccién 3.8 que la parte derecha de esta
ecuacioén es igual a

/oo v9(y) dy.

-0

Por tanto, las ecuaciones (5) y (6) dan de nuevo el mismo valor.

Ejemplo 3: Determinacién de la esperanza de X'/2. Supbngase que la f.d.p. de X es
como se indica en el ejemplo 2 y que Y = X'1/2, Entonces, por la ecuacién (6),

1
E(Y):/ :1:1/2('21:)d:c=-§- <
0

Funciones de varias variables aleatorias. Supbéngase que se conoce la f.d.p. conjunta
f(z1,...,z,) de n variables aleatorias X;,..., X, yqueY = »(X;,...,X,). Se puede
demostrar que el valor esperado E(Y) se puede determinar directamente a partir de la
relacién

E(Y):/--~[{n1'(1:1,...,a:n)f(:cl,...,a:n)d:cl-~-d:cn.

Por tanto, tampoco en este caso es necesario determinar la distribucién de Y para calcular
el valor esperado de E(Y).
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Ejemplo 4: Determinacién de la esperanza de una funcién de dos variables. Supéngase
que se selecciona al azar un punto (X,Y) del cuadrado S que contiene todos los puntos
(z,y) tales que 0 < z < 1y 0 <y < 1. Se determinard el valor esperado de X2 + Y2,
' Puesto que X e Y tienen una distribucién uniforme en el cuadrado S y puesto que
el Areade S es 1, la f.d.p. conjuntade X e Y es

_ 1 para (z,y) €S,
f(z.9) 0 en otro caso.

Por tanto,

B+yy = [ [ @@y dy
—_0 -0

1 1 .2
=/ / (2> + y¥)de dy = = - <
o Jo 3

'EJERCICIOS

1. Si se selecciona al azar un entero entre 1 y 100, ;cuél es el valor esperado?

2. La siguiente tabla presenta el nimero n; de estudiantes de edad 7 en una clase de 50

estudiantes:
Edadi n;
18 20
19 22
20 4
21 3
25 1

Si se selecciona al azar un estudiante de la clase, ;cudl es el valor esperado de su
edad?

3. Supdngase que se selecciona al azar una palabra de la oracién LA NINA SE PUSO
SU PRECIOSO SOMBRERO ROJO. Si X es el nimero de letras de la palabra
seleccionada, ;cuél es el valor de F(.X)?

4. Supéngase que se selecciona al azar una de las 34 letras de la oracién del ejercicio 3.
Si Y es el nimero de letras de la palabra en que aparece la letra seleccionada, jcual
es el valor de £(Y)?

5. Supdéngase que una variable aleatoria .\ tiene una distribucién continua con la f.d.p.
' dada en el ejemplo 2 de esta seccién. Determinese la esperanza de 1/X.
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10.

11.

. Sup6ngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme sobre el

intervalo 0 < z < 1. Demuéstrese que la esperanza de 1/X no existe.

. Supéngaseque X e Y tienen una distribuci6n conjunta continua cuya f.d.p. conjunta

es la siguiente:

_ ] 12y? para 0<y<=z<l1,
f(z’y)"{o en otro caso.

Determinese el valor de E(XY).

. Supéngase que se selecciona al azar un punto de un bastén de longitud unidad y que

se rompe en dos trozos por ese punto. Determinese el valor esperado de la longitud
del trozo més grande.

. Supbngase que se libera una particula del origen del plano zy y pasa al semiplano

en que =z > 0. Supéngase que la particula se mueve en linea recta y que el dngulo
entre el semieje x positivo y esta linea es «, el cual puede ser positivo 0 negativo.
Supbngase, por ltimo, que el 4ngulo o tiene una distribucién uniforme sobre el
intervalo (—#/2,7/2). Sea Y la ordenada del punto en que la particula corta la-
recta vertical x = 1. Demuéstrese que la distribucién de Y es una distribucién de
Cauchy.

Supéngase que las variables aleatorias X, ..., X,, constituyen una muestra aleatoria
de tamafio n de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1). Sea Y; =min
{X1,..., Xn} yseaY, = max{X;,...,X,}. Determinense E(Y1) y E(Yx).

SupOngase que las variables aleatorias X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria
de tamarfio n de una distribucién continua cuya f.d. es F’; y sean las variables aleatorias
Y1 e Y, definidas como en el ejercicio 10. Determinense E[F(Y1)] y E[F(Yan)].

4.2

PROPIEDADES DE LOS VALORES ESPERADOS

Teoremas basicos

Supéngase que X es una variable aleatoria cuya esperanza E(X) existe. Se presentarin
varios resultados relacionados con las propiedades basicas de las esperanzas.

Teorema 1. Si Y = aX + b, donde « y b son constantes, entonces

E(Y) = aE(X)+b.
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Demostracién. En primer lugar, supéngase, por conveniencia, que X tiene una dis-
tribucién continua cuya f.d.p. es f. Entonces,

E(Y) = E(aX +b) = /_ " (az + b) f(2) dz

:a/oo wf(m)d:v—}—b/—c:f(w)dx

— o0

=aE(X)+b.

Se puede hacer una demostracidn aniloga para una distribucién discreta o para un
tipo de distribucién mas general. <

Ejemplo 1: Cdlculo de la esperanza de una funcién lineal. Supéngase que E(X) = 5.
Entonces, ‘

E(3X —5) =3E(X) -5 = 10

E(=3X +15)= —3E(X)+15=0. <

Por el teorema 1 resulta que para cualquier constante ¢, E(¢) = ¢. En otras palabras,
si X = ¢ con probabilidad 1, entonces E(X) = c.

Teorema 2. Si existe una constante a tal que Pr(X > a) = 1, entonces E(X) > a.
Si existe una constante b tal que Pr(X < b) = 1, entonces F(X) < b.

Demostracién. Sup6ngase de nuevo, por conveniencia, que X tiene una distribuci6n
continua cuya f.d.p. es f y supdéngase en primer lugar que Pr(X > a) = 1. Entonces,

E(X) 2/00 zf(z)dz = /oo:vf(x)dxz

— OO a

> / af(z)de = aPr(XN > a) = a.

La demostracién de la otra parte del teorema y la demostracién para una distribucién
discreta o un tipo de distribucién mis general son anilogas. <«

Por el teorema 2 resulta que si Pr(a« < X < b) = 1, entonces ¢ < E(X) < b.
Ademaés se puede demostrar que si Pr(.X > «) = 1 y si (X)) = «a, entonces se debe
verificar que Pr(X > a) =0y Pr(X =«a) = 1.
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Teorema 3. Si X,,...,X,, son n variables aleatorias cuyas esperanzas E(Xj;)
(¢ = 1,...,n) existen, entonces :

E(Xy + -+ Xn) = E(X1) + -+ B(Xn).

Demostracion. Supdngase en primer lugar que n = 2, y que X; y X5 tienen una dis-
tribucién conjunta continua cuya f.d.p. es f. Entonces,

E(X1+X2)=/ / (z1 4 22)f(21,22) dzy dz>

= / / xy f(x1,22) dz1 dzo + / / z2f(x1,x2)dz) dzo
= E(X1) + E(Xa).

La demostracién para una distribucién discreta o -una distribucién conjunta mis ge-
neral es andloga. Por ultimo, el teorema se puede establecer para cualquier entero positivo
n con un argumento de induccién. <«

Debe subrayarse que, de acuerdo con el teorema 3, la esperanza de la suma de varias
variables aleatorias debe ser siempre igual a la suma de sus esperanzas individuales,
independientemente de si las variables aleatorias sean o no independientes.

Por los teoremas 1 y 3 resulta que para cualesquiera constantes a;,...,a, y b,

E(ale 4+ -+ a-an + b) == alE(JYI) + -4 anE(Xn.) + b

Ejemplo 2: Muestreo sin reemplazamiento. Supdngase que una urna contiene bolas rojas
y azules y que la proporcién de bolas rojas en la urna es p(0 < p < 1). Supéngase que
se seleccionan al azar y sin reemplazamiento n bolas de la urna y sea X el niimero de
bolas rojas seleccionadas. Se determinard el valor de E(X).

Se empieza definiendo n variables aleatorias X, ..., X, como sigue: Para: =1,...,
n, sea X; = 1 si la i-ésima bola seleccionada es roja y sea X; = 0 si la i-ésima bola
seleccionada es azul. Puesto que las n bolas se seleccionan sin reemplazamiento, las
variables aleatorias X';,...,.\,, son dependientes. Sin embargo, 1a distribucién marginal
de cada X; se puede deducir ficilmente (ejercicio 9 de la seccién 1.7). Se puede imaginar
que todas las bolas estdn ordenadas aleatoriamente en la urna y que se seleccionan las n
primeras bolas de este ordenamiento. Debido a la aleatoriedad, la probabilidad de que la
i-ésima bola del ordenamiento sea roja es simplemente p. Por tanto, para: = 1,...,n,

Pr(X;=1)=p y Pr(X;=0)=1-p. (D)

De ahi que, E(X;) = 1(p) + 0(1 — p) = p.
A partir de la definicién de .Xy, ..., X,,, resulta que .X; +- - -+ X, es igual al nimero
total de bolas rojas seleccionadas. Por tanto, X' = X; +--- + X, y por el teorema 3,

E(X)=FE(X)+ -+ E(X,) = np. < 2)
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Media de una distribucion binomial

Supéngase de nuevo que en una urna que contiene bolas rojas y azules, la proporcién de
bolas rojas es p (0 < p < 1). Supdngase ahora, sin embargo, que una muestra aleatoria
de n bolas es seleccionada con reemplazamiento de la urna. Si X es el niimero de bolas
rojas en la muestra, entonces X' tiene una distribucién binomial con paridmetros n y p,
como se describi6 en la seccién 3.1. Se determinara ahora el valor de E(X).

Como antes, paraz = 1,...,n, se define X; = 1 si la i-ésima bola seleccionada es
rojay X; = 0 en otro caso. Entonces, como antes, X = X;+---+X,,. En este problema,
las variables aleatorias X, ...,.\, son independientes y la distribucién marginal de cada
X, esta dada de nuevo por la ecuacién (1). Por tanto, F(X;) =pparai=1,...,ny por
el teorema 3 resulta que

E(X) = np. 3)

Asi pues, la media de una distribucién binomial con pardmetros n y p es np. La
f.d. f(z) de esta distribucién binomial estd dada por la ecuacién (1) de la seccién 3.1, la
media se puede calcular directamente a partir de la f.p. como sigue:

E(X) = Zxc)pxq"“”. (4)

=0
Entonces, por la ecuacién (3), el valor de 1a suma de la ecuacién (4) debe ser np.
Se deduce de las ecuaciones (2) y (3) que el nimero esperado de bolas rojas en una
muestra de n bolas es np, independientemente de si la muestra se selecciona con o sin
reemplazamiento.

Numero esperado de coincidencias

Considérese de nuevo el problema de coincidencias descrito en la seccién 1.10. En este
problema, una persona mecanografia n cartas, mecanografia las direcciones en n sobres
y luego introduce cada carta en un sobre de forma aleatoria. Se determinaréd el valor
esperado del nimero X de cartas que se introducen en los sobres correctos.

Para ¢ = 1,...,n, se define \; = 1 si la i-ésima carta se introduce en el sobre
correcto y se define X'; = 0 en otro caso. Entonces, parai = 1,...,n,

1 1
(X; = = — Pr{X; = =1 —-
Pr(X; =1) ~y r( 0) ~
Por tanto,
1
E(X;))=— parai=1,...,n.
n
Puesto que X = X + - -- + X, resulta que

E(X)=FEXy)+ -+ EX,)
1 1
— — + e + — = l.
7n n
Asi pues, el valor esperado del nimero de cartas colocadas en los sobres correctos es 1,
independientemente del valor de n.
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Esperanza de un producto

Teorema 4. Si X,,...,X,, son variables aleatorias independientes cuyas esperan-
zas E(X;) (i =1,...,n) existen, entonces
n n
E(H X,-) = H E'(X,)
i=1 i=1
Demostracién. Supdngase de nuevo, que X;,..., X, tienen una distribucién conjunta
continua cuya f.d.p. conjunta es f. Ademas, se define f; como la f.d.p. marginal de
Xi (i = 1,...,n). Entonces, puesto que las variables X,..., X, son independientes,
resulta que para cualquier punto (z;,...,z,) € R,
n
flzy, .., zn) =[] filzi)
Por tanto,

E(ljlx) =/_O:O.../_o:o(ﬁ:c,)f(:cl,...,:cn)d:cl---d:cn
:/_O:o/_ [szfz(xz]dxl

= H/_oo :l:ifi(-’b'i)dxi = HE(Xi)

La demostracién para una distribucién discreta o para un tipo de distribucién mas
general es analoga. <«

Debe destacarse la diferencia entre el teorema 3 y el teorema 4. Si se supone que cada
esperanza existe, la esperanza de la suma de un grupo de variables aleatorias es siempre
igual a la suma de sus esperanzas individuales. Sin embargo, la esperanza del producto
de un grupo de variables aleatorias no siempre es igual al producto de sus esperanzas
individuales. Si las variables aleatorias son independientes, entonces también se verifica
esta igualdad.

Ejemplo 3: Cdlculo de la esperanza de una combinacion de variables aleatorias. Su-
pOngase que X3, X2 y X3 son variables aleatorias independientes tales que E(X;) =0y
E(X?) =1 parai=1,2,3. Se determinari el valor de E[X?(X, — 4X3)?].

Puesto que X;, X2 y X3 son independientes, resulta que las variables aleatorias X ?
y (X2 — 4X3)? son también independientes. Por tanto,

E[X{ (X, — 4X3)%] = E(X?)E[(X2 — 4X3)?]
= E(X2 - 8X,X3+ 16X32)
= E(X2) - 8E(X2X3) + 16E(X3)
=1—8E(X2)E(X3)+ 16
= 17. <
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Esperanza de distribuciones discretas no negativas

Otra expresion para la esperanza. Sea X una variable aleatoria que puede tomar unica-
mente los valores 0, 1, 2,.... Entonces

E(X)= Z nPr(X =n)= Z nPr(X = n). : (5
n=0 n=1

Considérese ahora la siguiente configuracion triangular de probabilidades:

Pr(X =1) Pr(X =2) Pr(X = 3)
Pr(X =2)  Pr(X =3)
Pr(x\’ = 3)

Se puede calcular la suma de todos los elementos de esta configuracion de dos formas
distintas. En primer lugar, se pueden sumar los elementos de cada columna de la configu-
racién y luego sumar estos totales de columna, obteniéndose el valor 3 .., n Pr(X = n).
En segundo lugar, se pueden sumar los elementos de cada fila de la configuracién y luego
sumar estos totales de fila. De esta forma se obtiene el valor > .-, Pr(X > n). Por
tanto,

o0 o0
Z nPr(X =n) = Z Pr(X > n).
n=1 n=1
Resulta ahora por la ecuacién (5) que

o

E(X)=>_ Pr(X >n). (6)

n=1

Ntmero esperado de intentos. Supb6ngase que una persona intenta repetidamente llevar
a cabo cierta tarea hasta realizarla con éxito. Supdngase, ademas, que la probabilidad de
éxito en cualquier intento concreto es p (0 < p < 1), que la probabilidad de fracaso es
qg = 1 — p y que los intentos son independientes. Si X es el nimero del intento en el que
se obtiene el primer éxito, entonces E(X) se puede determinar como sigue:

Puesto que siempre se necesita al menos un intento, Pr(X > 1) = 1. Ademas,
paran = 2,3, ..., se necesitan al menos n intentos si, y s6lo si, cada uno de los primeros
n — 1 intentos son fracasos. Por tanto,

Pr(X >n)=q¢"" L
De la ecuacidn (6) resulta que

1 1

1—q:p

EX)=14g¢g+¢"+-=
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EJERCICIOS

. Supéngase que tres variables aleatorias X3, X, X3 constituyen una muestra aleatoria

de una distribucién cuya media es 5. Determinese el valor de

E(2X1 — 3X, + X3 — 4).

Supdngase que tres variables aleatorias X'y, X5, X'3 constituyen una muestra aleatoria
de una distribucién uniforme sobre el intervalo 0 < x < 1. Determinese el valor de

E [(X1 —2X2 + X3)?].

. Supéngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién uniforme sobre el in-

tervalo (0, 1); que la variable aleatoria Y tiene una distribucién uniforme sobre el
intervalo (5,9) y que X e Y son independientes. Supdngase, ademds, que se cons-
truye un rectdngulo cuyos lados adyacentes tienen longitudes X e Y. Determinese
el valor esperado del 4rea del rectangulo.

. Supéngase que las variables .X,, ..., X,, constituyen una muestra aleatoria de tamaio

n de una distribucién continua sobre la recta real cuya f.d.p. es f. Calciilese la
esperanza del nimero de observaciones de la muestra que caen dentro del intervalo
a<z<hb.

. Supéngase que una particula parte del origen de la recta real y se mueve a o largo de

la recta a saltos de una unidad. En cada salto, la probabilidad de que la particula salte
una unidad a la izquierda es p (0 < p < 1) y la probabilidad de que esa particula
salte una unidad a la derecha es 1 — p. Determinese el valor esperado de la posicién
de la particula despies de n saltos.

Supdngase que es igualmente verosimil ganar o perder en cada partida de cierto
juego. Supéngase que cuando un jugador gana, su capital se dobla; y cuando pierde,
su capital se reduce a la mitad. Si empieza jugando con un capital ¢, ;cudl es el
valor esperado de su capital después de n partidas? ’

. Supéngase que una clase contiene 10 chicos y 15 chicas y que se selecciona al

azar sin reemplazamiento & estudiantes de la clase. Sea X el nimero de chicos
seleccionados, y sea Y el nimero de chicas seleccionadas. Determinese E(X —Y).

. Supéngase que la proporcién de articulos defectuosos en un gran lote es p, y

supéngase que se selecciona una muestra aleatoria de n articulos del lote. Sea
X el nimero de articulos defectuosos en la muestra y sea Y el nimero de articulos
no defectuosos. Determinese E(X — Y).
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9. Supbéngase que se lanza repetidas veces una moneda equilibrada hasta que se obtiene
una cara por primera vez. (a) ;Cudl es el nimero esperado de lanzamientos que se
necesitan? (b) ;Cudl es el nimero. esperado de cruces que se obtendran antes de
obtener la primera cara? ' :

10. Supéngase que se lanza repetidas veces una moneda equilibrada hasta que se ob-
tienen exactamente k caras. Determinese el nimero esperado de lanzamientos que se
necesitan. § ugerencia Represéntese el nimero total de lanzamientos X de la forma
X =X;+ -4+ Xy, donde X; es el nimero de lanzarmemos que se necesitan para
obtener la i-ésima cara después de haber obtemdo i— ] cruces.

4.3 VARIANZA

Definiciones de varianza y desviacidn tipica

Supéngase que .\ es una variable aleatoria con media ¢ = E(X). La varianza de X,
que se denotard por Var(.\'), se define como sigue:

Var(X) = E [(X — )] . R | 1)

Como Var(X) es el valor esperado de la variable aleatoria no negativa (X — u)?,
resulta que Var(.\") > 0. Se debe recordar que la esperanza de la ecuacién (1) puede ser
o no finita. Si la esperanza no es finita, se dice que la Var(X) no existe. Sin embargo, si
los valores posibles de X' estin acotados, entonces Var(X') debe existir.

El valor de Var(.\") se llama también varianza de la distribucién de X. Por tanto, en
algunos casos se habla de la varianza de .\ y en otros de la varianza de una distribucién
de probabilidad. :

La varianza de una distribucién proporciona una medlda de la variacién o dispersién
de una distribucién alrededor de su media . Un valor pequeiio de la varianza indica que
la distribucidn de probabilidad estd muy concentrada alrededor de 4; y un valor grande de
- la varianza generalmente indica que la distribucién de probabilidad tiene una dispersién
-amplia alrededor de j:. Sin embargo, la varianza de cualquier distribucién, asi. como
su media, se pueden hacer arbitrariamente grandes colocando una masa de probabilidad
positiva, aunque sea pequeia, suficientemente lejos del origen en la recta real.

La desviacion tipica de una variable aleatoria o de una distribucién se define como la
raiz cuadrada no negativa de la varianza. La desviacidn tipica, también llamada desviacién
estdndar, de una variable aleatoria se denota usualmente por el simbolo o y la varianza

se denota por o-.

Propiedades de la varianza

Se presentardn ahora varios teoremas relacionados con las propiedades béasicas de la va-
rianza. En estos teoremas se supone que existe la varianza de todas las variables aleatorias.
El primer teorema demuestra que la varianza de una variable aleatoria X no puede ser 0
a menos que la distribucion de probabilidad de X se concentre en un sélo punto.
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Teorema 1. Var(X) = 0 si, y sélo si, existe una constante c tal que Pr(X =c) = 1.

Demostracién. Supéngase en primer lugar que existe una constante ¢ tal que Pr(X = ¢) =
= 1. Entonces, E(X) = ¢y Pr [(X — ¢)? = 0)] = 1. Por tanto,

Var(X) = E [(X - c)?] =o.

Inversamente, supéngase que Var(X) = 0. Entonces, Pr [(X — p)? > 0] = 1 pero
E [(X — p)?] = 0. Por tanto, de acuerdo con el comentario que sigue a la demostracién
del teorema 2 de la secciOn 4.2, se puede observar que

Pr{(X —p)?=0] =1.
Por tanto, Pr(X = u) = 1.

Teorema 2. Para constantes a'y b cualesquiera,

Var(aX + b) = a®Var(X).
Demostracién. Si E(X) = u, entonces E(aX + b) = au + b. Por tanto,

Var(aX +b) = E [(aX + b— ap — b)?] = E [(aX — ap)?]
= a’E [(X — p)?] = a®Var(X). <

Por el teorema 2 resulta que Var(X + b) = Var(X) para cualquier constante b. Este
resultado es intuitivamente plausible, puesto que desplazando la distribucién de X una
distancia de b unidades a lo largo de la recta real, 1a media de la distribucién cambiari en
‘b unidades, pero el desplazamiento no afectard a la dispersion de la distribucién alrededor
de su media. :

Andlogamente, del teorema 2 resulta que Var(—X) = Var(X). Este resultado
también es intuitivamente plausible, puesto que reflejando la distribucién de X con res-
pecto al origen de la recta real, resultard una nueva distribucién que serd la imigen
especular de la original. L.a media cambiara de i a —pu, pero ia dispersion total alrededor
de su media no se modificara.

El siguiente teorema proporciona un método alternativo para calcular el valor de
Var(X).

 Teorema 3. Para cualquier variable aleatoria X, Var(X) = E(X?) — [E(X)]2.

Demostracién. Sea E(X) = u. Entonces,

var(X) = E [(X — p)’}
= E(X?—2uX + u?
= E(X?) - 2uE(X) + p?
= E(X?) - p?, Q
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Ejemplo 1: Cdlculo de una desviacién tipica. Supdngase que una variable aleatoria X
puede tomar cada uno de los cinco valores —2,0,1,3 y 4 con la misma probabilidad. Se
determinard la desviacién tipicade ¥ =4X — 7.

En este ejemplo,

E’(X):%(—-2+0+1+3+4)=1.2

E(X?) = -;- [(=2)% + 0% + 12+ 32+ 4%] = 6.
Por el teorema 3,

Var(X) = 6 — (1.2)% = 4.56.
Por el teorema 2,

Var(Y) = 16 Var(X') = 72.96.
Por tanto, 1a desviacién tipica o de Y es

o =(72.96)"/>=854. 4

Teorema 4. §i Xi,...,X, son variables aleatorias independientes, entonces

Var(X; + -- -+ X,) = Var(X1) + - - - + Var(X,,).
Demostracién. Supbngase en primer lugar que n = 2. Si E(Xl) = p y BE(X2) = po,
entonces

E(X) 4+ X2) = p1 + po.
Por tanto,
Var(X1 + X3) = E [(X1 + X2 — p1 — p2)?]
= E [(X1 — p1)? + (X2 — p2)? + 2(X1 — p1)(X2 — p2)]
= Var(X;) + Var(X3) + 2F [(X1 — ¢1)(X2 — p2)].
Como X; y X- son independientes,
E(X1 = p1)(X2 — p2)] = E(X1 — 1) E(X2 — p2)
= (p1 — p1)(p2 — p2)
=0.
Resulta, por tanto, que
Var(X1 -+ Xz) = Var(Xl) -+ Var(Xz)

El teorema se puede establecer ahora para cualquier entero posmvo n utilizando un
argumento de induccién. <«

Se deberia resaltar que las variables aleatorias del teorema 4 deben ser independientes.
La varianza de la suma de variables aleatorias que no son independientes se tratard en
la secci6bn 4.6. Combinando los teoremas 2 y 4, se puede obtener ahora el siguiente
corolario.
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Corolario 1. Si Xq,..., X, ‘son variables aleatorias independientes y si ay,.
" an y b son constantes arbitrarias, entonces

. ey

Var(a1X1 + -4 a-n.d"n + b) = a'fvaf(x\—l) + -+ aivar(.«\'n).

Varianza de la distribucion binomial

Ahora considérese de nuevo el método de generacién de una distribucioén binomial pre-
sentado en la seccién 4.2. Supdngase que una urna contiene bolas rojas y azules y que
1a proporcién de bolas rojas es p (0 < p < 1). Supdngase ademds que se selecciona con
reemplazamiento una muestra aleatoria de »n bolas de la urna. Para: = 1,...,n, sea .
X; = 1 si la 1-ésima bola seleccionada es roja y sea X; = 0 en caso contrario. Si X es
el nimero total de bolas rojas en la muestra, entonces X = X3 + ---+ X,, y X tendrd
una distribucién binomial con pardmetros n y p.
Puesto que X, ...,.\}, son independientes, resulta por el teorema 4 que

Var(X) = ) _ Var(X;).
t=1

Ademis, para:=1,...,n,

E(X:)=1p+0(1—-p)=p

E(X?)=1%*(p) +0*(1 —p) =p.
Por tanto, por el teorema 3,
Var(X;) = E(X7) — [B(X)))
=p—p?=p(l - p).
Resulta ahora que

Var(X) = np(1 — p). 2)

EJERCICIOS

1. Supéngase que se selecciona una palabra de la oracién LA NINA SE PUSO SU PRE-
CIOSO SOMBRERO ROJO. Si X es el nimero de letras de la palabra seleccionada,

(cudl es el valor de Var(.\')?
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2. Para cualquier par de nimeros @ y b tales que ¢ < b, determinese la varianza de la
distribucién uniforme sobre el intervalo (a, b). :

3. Supdngase que X es una variable aleatoria cuyas E(X) = p y Var(X) = ¢2. De-
muéstrese que E[X (X —1)] = pu(p — 1)+ o>,

4. Sea X una variable aleatoria cuya E(X) = p y Var(X) = o2 y sea c¢ cualquier
constante. Demuéstrese que

E[(X=)]=@-c’+0".

5. Supdngase que X e Y son variables aleatorias independientes con varianzas finitas
tales que E(X) = E(Y"). Demuéstrese que
E [(X = Y)?] = Var(X') + Var(Y).

6. Sup6ngase que X e Y son variables aleatorias independientes con Var(X) = Var
(Y) = 3. Determinense los valores de (a) Var(X — Y) y (b) Var(2X — 3Y + 1).

7. Constriyase un ejemplo de una distribucién cuya media exista, pero no su varianza.

4.4 MOMENTOS

Existencia de momentos

Para cualquier variable aleatoria X' y cualquier entero positivo k, la esperanza E(X*) se
denomina momento de orden k de X. En particular, de acuerdo con esta terminologia, la
media de X es el momento de orden uno de X.

Se dice que el momento de orden k existe si, y sélo si, E(|X|*) < co. Si la variable
aleatoria X est4 acotada, esto es, si existen niimeros finitos a y b tales que Pr(a < X <
< b) = 1, entonces deben existir necesariamente todos los momentos de X. Es posible,
sin embargo, que existan todos los momentos de .\ aunque .X' no esté acotada. En el
teorema siguiente se demuestra que si existe el momento de orden £ de X, entonces deben
existir también todos los momentos de orden inferior.

Teorema 1. Si E(|X|*) < o para un entero positivo k, entonces E(|X|') < oo
para cualquier entero positivo j tal que j < k.
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Demostracién. Se supondri, que la distribucidén de X es continua y que la f.d.p. es f.
Entonces

BXY) = [ lab fa)

= |z|? f{x) dz +/ |zl f(z) dz <
lz[>1

[z|<1

< / 1. f(x)dx + |z|* f(2) dz <
lz|<1 |lz|>1

< Pr(|IX| < 1)+ E(|X]F) .

Por hipétesis, E(|X|*) < oc. Por tanto, resulta que E(|X|?) < oo. Para una distribucién
discreta o un tipo de distribucién més general, se aplica una demostracién anidloga. <«

Como consecuencia, del teorema 1 resulta que si £(X?) < oo, entonces existen la
media y la varianza de X'.

Momentos centrales. Supongase que X es una variable aleatoria con F(X) = u. Para
cualquier entero positivo &, la esperanza E[(X — p)*] se denomina momento central de
orden k de X o momento respecto a la media de orden k de X . En particular, de acuerdo
con esta terminologia, la varianza de X' es el momento central de orden dos de X.

Para cualquier distribucion, el momento central de orden uno debe ser O, porque

EX—-—p)=p—pn=0.

Ademas, si la distribucion de X' es simétrica respecto a su media p y si existe el momento
central de orden k, E[(X — u)*] para un entero impar k, entonces el valor de E[(X — )]
debe ser cero, porque los términos positivos y negativos de esta expresién se cancelan
unos con otros.

Ejemplo 1: Una fd.p. simétrica. Supéngase que X tiene una distribucién continua cuya
f.d.p. tiene la forma siguiente:

f(z) = ce~ (&3 para — oo < & < 0.

Se determinard la media de .\ y todos los momentos centrales de orden impar.
Se puede observar que para todo entero positivo k,

ot 2
/ |x|ke—(‘“_3-) de < .
— oo

Por tanto, existen todos los momentos de X'. Ademds, puesto que f(x) es simétrica
respecto al punto x = 3, entonces E'(.\') = 3. Debido a esta simetria, resulta ademis que,
para todo entero positivo impar &, E[(X —3)*]=0. «
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Funcién generatriz de momentos

Considérese ahora una variable aleatoria X ; y para cada nimero real ¢t se define
»(t) = B(e'X). (1)

La funcién ¢ se denomina funcion generatriz de momentos (en abreviatura, f.g.m.) de X.
Si la variable aleatoria X est4 acotada, entonces para cualquier valor de ¢ debe existir la
esperanza de la ecuacién (1). En este caso, por tanto, la f.g.m. de X existir4 para todos
los valores de t. Por otro lado, si X no esta acotada, entonces la f.g.m. puede existir para
algunos valores de ¢ y no existir para otros. De la ecuacién (1) se puede observar, sin
embargo, que para cualquier variable aleatoria X, la f.g.m. ¢ (¢) debe existir en el punto
t = 0 y en ese punto su valor debe ser ¢(0) = F(1) = 1.

Supébngase que existe la f.g.m. de una variable aleatoria X para todos los valores de
t en un intervalo alrededor del punto ¢ = 0. Entonces se puede demostrar que existe la
derivada ’(t) en el punto t = 0 y que en ese punto la derivada de la esperanza de la
ecuacién (1) debe ser igual a la esperanza de la derivada. Entonces,

¥'(0) = [;—tE(e'X )] = E [(%e“ )mo] )

Pero, puesto que

d :x _ tX _

(dte )t=0 = (Xe),_, =X,
resulta que

¥(0) = E(X).
En otras palabras, la derivada de la f.g.m. 1 (¢) en el punto ¢ = 0 es la media de X.

En general, si la f.g.m. ¢(t) de X existe para todos los valores de ¢t en un intervalo
alrededor del punto t = 0, entonces se puede demostrar que deben existir todos los
momentos E(X*) de X (k = 1,2,...). Ademds, se puede demostrar que es posible

derivar ¥(t) un nimero arbitrario de veces en el punto ¢t = 0. Paran = 1,2,.., la
n-&sima derivada ¥(")(0) en el punto ¢ = 0 satisfar4 la relaci6én siguiente:

=E [(X”e”")t:;] = E(X™). )

Entonces, ¥'(0) = E(X), ¥"(0) = E(X?), ¢¥"'(0) = E(X3), y asi sucesivamente.
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Ejemplo 2: Célculo de una f.g.m. SupSngase que X es una variable aleatona cuya f.d.p.
es la siguiente: /

. Je * para z >0,
f(=)= { en otro caso.

Se determinaré la f.g.m. de X y ademds la Var(X).
Para cualquier niimero real ¢,

P(t) = E(e'*) = ‘/000 e *dr

oo
- / e(t=1)7 gy

La dltima integral de esta ecuacién serd ﬁmta si, y s6lo si, ¢ < 1. Por tanto, zp(t) existe
sélo para t < 1. Para tales valores de ¢, : : , :

1

¥(t) = —

Puesto que % (t) es finita para todos los valores de ¢ en un intervalo alrededor del
punto ¢t = 0, existen todos los momentos de X. Las dos primeras derivadas de 3 son

/ 1 " 2
¢(t)=m y ¢(t)=m'

Por tanto, E(X) = ¢'(0) =1y E(X?) = ¢¥"(0) = 2. Resulta ahora que

var(X) = 3"(0) ~ [¥'(0))* =1. <

Propiedades de las funciones generatrices de momentos -

Se presentardn ahora tres teoremas b4sicos relacionados con las func1ones generatnces de
momentos.

Teorema 2. Sea X una variable aleatoria cuya f.g.m. es P1; sea Y = aX + b,

donde ay b son constantes; y sea 1, la f.gm.de Y. Entonces pard cualquzer
valor de t tal que existe 1(at),

Ya(t) = ebtl,bl(at).

Demostracién. Por la definicién de una f.g.m.

¢2(t) — E(eﬂ’) - E [et(aX+bJJ — Cth(eatX) — ebtl,bl(at). q
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Ejemplo 3: Célculo de la fg.m. de una funcién lineal. Sup6ngase que la dlstnbuc16n
de X es la del ejemplo 2. Entonces la f.g.m. de X parat <1 es

1
=13

SiY =3 — 2X, entonces la f.g.m. de Y existird para ¢t > —1/2 y tendré el valor

e3t

142t

PYa(t) = e¥ep (—2t) =

El siguiente teorema demuestra que la f.g.m. de la suma de cualquier nimero de
variables aleatorias independientes tiene una forma muy sencilla. Debido a esta propiedad,
la f.g.m. es una herramienta importante en el estudio de dichas sumas.

Teorema 3. Supdngase que X, ..., X, son n variables aleatorias independientes;
ypara 1 =1,...,n,s5ea ¢; lafgm de X;. Sea Y = X, + ---+ X,, y denbtese
por Y la f g.m. de Y. Entonces, para cualqwer valor de t tal que existe 1,!). (t) para
i=1,...,n, ,

(@) =[] v:(®. - @)

i=1
Demostracién. Por definicién,
1l)(t) _ E(etY) = E [ (X4 4+Xn )] — E(Hetx)
i=1

Puesto que las variables aleatorias X,,...,X,, son inde_pendientes, del teorema 4 de la
seccién 4.2 resulta que

E (]_E e‘x-') = 1:11 E(etX).

Por tanto,

v@)=J[w:i(®). <

i=1

Funci6bn generatriz de momentos de una distribucién binomial. Supdngase que una
variable aleatoria X tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p. En las sec-
ciones 4.2 y 4.3, se determinaron la media y la varianza de X expresando X como la suma
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de n variables aleatorias independientes Xy, ...,.X. La distribucién de cada variable X;
es la siguiente: " -

Pr(X;=1)=p y Pr(X;=0)=q=1-p

Se utilizard ahora esta expresién para determinar la f.g.m. de X = X; + --- 4+ X,,.
Puesto que todas las variables aleatorias X,..., X}, tienen la misma distribucién,
tendrdn también la misma f.g.m. Parai = 1,...,n, la f.g.m. de X; es

¥i(t) = E(eX) = (") Pr(X; = 1) + (1) Pr(X; = 0)
= pe' +q.

Del teorema 3 resulta que la f.g.m. de X en este caso es

Y(t) = (pe’ + q)". | | 3

Unicidad de las funciones generatrices de momentos. Se enunciara ahora otra importante
propiedad de la f.g.m. L.a demostracién se omite por estar fuera del alcance de este libro.

Teorema 4. Si las f.g.m. de dos variables aleatorias X1 y Xo son idénticas para
todos los valores de t en un intervalo alrededor del punto t = 0, entonces las
distribuciones de probabilidad de X, y X, deben ser idénticas.

Propiedad aditiva de la distribucién binomial. Supéngase que X; y X, son variables
aleatorias independientes; que .X; tiene una distribucién binomial con pardmetros n; y
p; Yy que X- tiene una distribucién binomial con pardmetros n2 y p. El valor de p debe
ser el mismo para ambas distribuciones, pero no tiene porque ser cierto que n; = nj. Se
determinari la distribucién de X; + Xa.

Si 9¢; denota la f.g.m. de X; para i = 1, 2, entonces de la ecuacién (3) resulta que

Yi(t) = (pe' + )™
Si la f.g.m. de X; + X se denota por v, entonces por el teorema 3,
$(t) = (pe' + @472,

Se puede observar de la ecuacién (3) que esta funcién ¢ es la f.g.m. de una dis-
tribucién binomial con parametros n; +n2 y p. Por tanto,-por el teorema 4, la distribucién
de X; + X- debe ser esa distribucién binomial. Entonces, se ha establecido el siguiente
resultado:

Si X1 y X2 son variables aleatorias independientes y si X; tiene una distribucion
binomial con pardmetros n; y p (i = 1,2), entonces X + X2 tiene una distribucion
binomial con pardmetros 1y + ns y p.
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EJERCICIOS
1. Supbngase que X es una variable aleatoria con E(X) = 1, E(X?) =2y E(X3) = 5.
Determinese el valor del momento central de orden tres de X.

2. Si X tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (a, b), {cudl es el valor del
momento central de orden cinco de X?

3. Supéngase que X es cualquier variable aleatoria tal que £ (X?) existe. (a) Demués-
trese que E(X)? > [E(X)]?. (b) Demuéstrese que E(X)2 = [E(X)]? si, y s6lo si,
existe una constante ¢ tal que Pr(X = ¢) = 1. Sugerencia: Var(X) > 0.

4. Supéngase que X es una variable aleatoria con media p y varianza o2 y que existe
el momento de orden cuatro de X. Demuéstrese que

E[(X —p)?t] = o™

5. Supdngase que X tiene una distribucidn sobre el intervalo (a,b). Determinese la
f.g.m. de X.

6. Supdngase que X es una variable aleatoria cuya f.g.m. es la siguiente:

Y(t) = %(36' +e7h) para — oo <t < oo.

Determinense la media y la varianza de X.

7. Supbngase que .\' es una variable aleatoria cuya f.g.m. es la siguiente:

WY(t) = et +3 para — oo < t < co.

Determinense la media y la varianza de X.

8. Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o2 y sea v,(t) la f.g.m. de
X para —oo < t < oc. Sea ¢ una constante positiva y sea Y una variable aleatoria
cuya f.g.m. es '

Yo (t) = el (-1 para - oo <t < oo,

Determinense las expresiones de la media y de la varianza de Y en funcién de la
media y la varianza de .\.
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9. Supédngase que las variables aleatorias X e Y son i.i.d. y que la f.g.m. de cada una
es

Y(t) = e+ para — oo < t < oo.

Determinese la f.g.m. de Z = 2X — 3Y + 4.

10. Supbngase que X es una variable aleatoria cuya f.g.m. es la siguiente:

¥(t) = -;-e‘ + -g-e‘“ + -?;68‘ para — oo <t < 00.

Determinese la distribucién de probébilidad de X. Sugerencia: Es una distribucién
discreta simple.

11. Supéngase que X es una variable aleatoria cuya f.g.m. es la siguiente:

¢(t)=~(1;(4+e‘+e'"‘) para — oo <t < oo.

Determinese la distribucién de probabilidad de X.

4.5 LA MEDIA Y LA MEDIANA

La mediana

En la seccién 4.1 se mencion6 que la media de una distribucién de probabilidad sobre la
recta real estard en el centro de gravedad de esa distribucién. En este sentido, la media
de una distribucién se puede considerar como el centro de la distribucién. Existe otro
punto en la recta que también podria ser considerado como el centro de la distribucién.
Este es el punto que divide la probabilidad total en dos partes iguales, esto es, el punto
my tal que la probabilidad a la izquierda de mo es 1/2 y la probabilidad a su derecha
es también 1/2. Este punto se denomina mediana de la distribucién. Debe subrayarse,
sin embargo, que para algunas distribuciones discretas no existird un punto en que la
probabilidad total se divida en dos partes que sean exactamente iguales. Por otra parte,
para otras distribuciones, que pueden ser discretas o continuas, existirdn més de tales
puntos. Por tanto, la definicién formal de la mediana, que se proporcionard ahora, debe
ser suficientemente general para incluir estas posibilidades. ~
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Para cualquier variable aleatoria X, una mediana de la distribucién de X se define

como un punto m tal que Pr(X < m) <1/2y Pr(X >m) > 1/2.

En otras palabras, una mediana es un punto m tal que satisface los dos requisitos
siguientes: En primer lugar, si m esta incluida en los valores de X a la izquierda de m,
entonces

Pr(X < m) > Pr(X > m).
En segundo lugar, si mn est incluida en los valores de X' a la derecha de m, entonces
Pr(X > m) > Pr(X < m).

De acuerdo con esta definicion, toda distribucidén debe tener al menos una mediana y para
algunas distribuciones todo punto en algin intervalo puede ser una mediana. Si existe un
punto m tal que Pr(X < m) = Pr(X > m), esto es, si el punto m realmente divide
la probabilidad total en dos partes iguales, entonces m claramente es una mediana de la
distribucién de X'.

Ejemplo 1: Mediana de una distribucion discreta. Supdngase que X tiene la distribucién
discreta siguiente:

Pr(X =1)=0.1, Pr(X =2)=0.2,

Pr(X =3)=0.3, Pr(X =4) =04.

El valor 3 es una mediana de esta distribucién, porque Pr(X < 3) = 0.6, que es mayor
que 1/2, y Pr(X > 3) = 0.7, que también es mayor que 1/2. Ademds, la inica mediana
de esta distribucién es 3. <«

Ejemplo 2: Una distribucién discreta donde la mediana no es unica. Sup6ngase que X
tiene la funcién de distribucién siguiente:

Pr(X =1)=0.1, Pr(X =2) =04,
Pr(X =3)=0.3, Pr(X =4)=0.2.
Aqui, Pr(X <2)=1/2y Pr(X > 3) = 1/2. Por tanto, todo valor de m en el intervalo

cerrado 2 < m < 3 serd una mediana de esta distribucién. <

Ejemplo 3: Mediana de una distribuciéon continua. Sup6ngase que X tiene una dis-
tribucién continua cuya f.d.p. es la siguiente

f2) = {313 para 0 <¢ < 1,
en otro caso.

La dnica mediana de esta distribucién es el numero m tal que

m 1 ) 1
/ 423 dr = / Qo3 de = =-
0 m 2

Este ndimero es m = 1/2!/%. 4«
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Ejemplo 4: Una distribucién contfinua cuya mediana no es unica. Supdngase que X
tiene una distribucién continua cuya f.d.p. es la siguiente:

1 para 0 <2 <1,
2

f(@) =

1 para 25 <z <3,

0 en otro caso.

Aqui, para cualquier valor de m en el intervalo cerrado 1 < m < 2.5, Pr(X < m) =
= Pr(X > m) = 1/2. Por tanto, todo valor de m en el intervalo I < m < 2.5 es una
mediana de esta distribucién. «

Comparacion de la media y la mediana

La media o la mediana de una distribucién se pueden utilizar para representar el valor
“promedio ” de una variable. Algunas propiedades importantes de la media ya han sido
descritas en este capitulo y se presentarin mis propiedades en el libro. Sin embargo,
para muchos propdsitos la mediana es una medida del promedio més util que la media.
Como se mencioné en la seccién 4.1 la media de una distribucién se puede hacer muy
grande quitando una masa de probabilidad pequefa, pero positiva, de cualquier parte de
la distribucién y asignando esta masa a un valor arbitrariamente grande de x. Por otro
lado, la mediana puede no resultar afectada por un cambio similar en las probabilidades.
Si cualquier masa de probabilidad se traslada de un valor de & mayor que la mediana y
se asigna a un valor arbitrariamente grande de 2, la mediana de la nueva distribucién sera
la misma que la de la distribucién original.

Por ejemplo, supdngase que el ingreso medio anual entre las familias de una cierta
comunidad es 30000 doélares. Es posible que solamente unas pocas familias de la co-
munidad tengan realmente un ingreso tan grande como 30 000 délares, pero estas pocas
familias tienen ingresos que son muy superiores a 30000 ddlares. Si, sin embargo, la
mediana de ingreso anual entre las familias es 30 000 délares, entonces al menos 1a - mitad
de las familias debe tener ingresos de 30 000 ddélares 0 mas.

Se considerardn ahora dos problemas especificos en los que se debe predecir el valor
de una variable aleatoria .X'. En el primer problema, la prediccién 6ptima que se puede
hacer es 1a media. En el segundo problema, la prediccién 6ptima es la mediana.

Minimizacién del error cuadratico medio

Supéngase que X es una variable aleatoria con media y y varianza o°. Sup6ngase también
que se va a observar el valor de X' en un experimento, pero este valor se debe predecir
antes de hacer la observacién. Una base para hacer la prediccién es selecciondar un niimero
d para el que el valor esperado del cuadrado del error X' — d sea minimo. EIl nimero
E[(X — d)?) se denomina error cuadrdtico medio de la prediccién d. La abreviatura
E.C.M. se utiliza usualmente para el término error cuadratico medio. Se determinard
ahora el nimero d para el que se minimiza el E.C.M.
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Para cualquier valor de d,
E[(X = d)?] = E(X? - 2dX + d?)
= E(X?) — 2du + d°.
La dltima expresién de la ecuacidn (1) es simplemente una funcién cuadritica de d.
Por diferenciacion elemental se determina que el valor minimo de esta funcién se alcanza

cuando d = u. Por tanto, para minimizar el E.C.M., la prediccién de X debe ser su media
p. Ademis, cuando se utiliza esta prediccin, el E.C.M. es simplemente E[( X —pu)?] = o2.

Minimizacién del error absoluto medio

- Otra forma posible de predecir el valor de una variable aleatoria X es elegir un nimero d
para el que E(|X — d|) sea minimo. El nimero E(|X — d|) se denomina error absoluto
medio de la prediccién. Se utilizar4 la abreviacién E.AM para el término error absoluto
medio. Se demostrara ahora que el E.A M. se minimiza cuando el valor elegido d es una
mediana de la distribucién de X.

Teorema 1. Sea m la mediana de la distribucion de X y sea d cualquier otro
numero. Entonces

E(|X —m|) < E(|JX —d)). )

Ademds, habra igualdad en la relacién (2) si, y sélo si, d es también una mediana
de la distribucion de X.

Demostracién. Se supondri que X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. es f. La
demostracién con cualquier otro tipo de distribucién es aniloga. Supbéngase en primer
lugar que d > m. Entonces,

E(X —d) ~ B(X ~m) = [ (2 ~di -z~ m)f(z) ds
m d (&)
:/_ (d—m)f(:c)d:n+/(d+m-—2:c)f(a:)cl:v+/d (m—d)f(z)dz >

> /_";(d — m)f(x)dz + /:(m — d)f(z)dz + /:o(m _ d)f(x)da

= (d—m)[Pr(X < m)~Pr(X > m). 3) .
Puesto que m es una mediana de la distribuciénd de X, resulta que

Pr(X <m)>1/2 > Pr(X > m). - 4)
La dltima diferencia de la relacién (3) es entonces no negativa. Por tanto,

E(IX —d)) > E(IX ~ ml). (5)

Ademads, la igualdad de la relacién (5) solamente puede existir si las desigualdades de las

relaciones (3) y (4) son realmente igualdades. Un anAlisis cuidadoso demuestra que estas

desigualdades serdn igualdades sélo si d es también una mediana de 1a distribucién de X.
La demostracién para cualquier valor d tal que d < m es andloga. «

a -
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Ejemplo 5: Prediccion del valor de una variable aleatoria discreta. Supdngase que
existe la probabilidad de 1/6 de que una variable aleatoria X tome cada uno de los
siguientes seis valores: 0,1,2,3,5,7. Se determinard la prediccién con E.C.M. minimo
y la prediccién con E.AM. minimo.

En este ejemplo,

1 .
E(X)=6(0+1+2+3+5+7):3.

Por tanto, el E.C.M. ser& minimizado por el valor d = 3. ‘

Ademis, cualquier nimero m en el intervalo cerrado 2 < m < 3 es una mediana
de la distribucién. Por tanto, el E.AM. serd minimizado por cualquier valor d tal que
2 < d < 3 y solamente por tales valores de d. <«

EJERCICIOS

1. Supbngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién discreta cuya f.p. es
la siguiente:

__fex para x=1,23,4,5,6,
f(=) = 0 en otro caso.

Determinense todas las medianas de esta distribucién.

2. Supébngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. es
la siguiente:

_Je® para x>0,
f(a:) { 0 en otro caso.

Determinense todas las medianas de esta distribucidn.

3. En la siguiente tabla se presenta el nimero de familias que tienen un total de %
hijos (k = 0,1, 2,...) entre los que forman parte de una pequefia comunidad de 153

familias:
Nimero de hijos Ndmero de familias
0 21
1 40
2 42
3 27

4 0 mas 23
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-3 o=l 0 1 2 Carretera

Figura 4.5 Probabilidades para el ejercicio 8.

Determinense 1la media y la mediana del ndmero de hijos por familia.

. Supéngase que es igualmente verosimil que un valor observado de X provenga de
una distribucién continua cuya f.d.p. es f que de una cuya f.d.p. es g...Supdngase
que f(z) >0 para0 < z < 1y f(x) = 0 en otro caso y supdngase también que
g(z) >0para2 <z < 4y g(z) = 0 en otro caso. Determinese: (a) la media y (b)
la mediana de la distribucién de X. '

. Supéngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. es
la siguiente:

_J2r para 0<z<1,
f(z) = 0 en otro caso.

Determinese el valor de d que minimiza (a) E[(X — d)?] y (b) E(]X - d]).

. Supdngase que la calificacidn X de una persona en un examen concreto s un nimero
del intervalo 0 < X' < 1 y que X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. es la
siguiente:

:z:+1 para 0 <z <1
f(z)= 2 =TT
0 en otro caso.

Determinese la prediccién de X que minimiza (a) el E.CM. y (b) el EEAM.

. Supébéngase que la distribucién de una variable aleatoria X es simétrica respecto al
punto z = 0 y que E(X*) = < oo. Demuéstrese que E[(X — d)*] se minimiza
con el valor d = 0. )

. Supébéngase que puede ocurrir un incendio en cualquiera de cinco puntos a lo largo
de una carretera. Estos puntos se localizan en —3, —1, 0, 1 y 2 en la figura 4.5.
Supéngase también que la probabilidad de que cada uno de estos puntos sea la
localizacién del préximo incendio que ocurra a lo largo de la carretera es como se
representa en la figura 4.5.
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(a) (En qué punto a lo largo de la carretera deberia esperar un coche de bomberos
para minimizar el valor esperado del cuadrado de la distancia que debe viajar
hasta el siguiente incendio?

(b) (Doénde deberia esperar el coche de bomberos para minimizar el valor esperado
de la distancia que debe viajar hasta el siguiente incendio?

9. Si n casas estdn localizadas en varios puntos a lo largo de un camino recto, jen qué
punto a lo largo del camino deberia estar localizada una tienda para minimizar la
suma de las distancias de las n casas a la tienda?

10. Sea X una variable aleatoria que tiene una distribucién binomial con pardmetros
n=T7yp=1/4,yseaY una variable aleatoria que tiene una distribucién binomial
con pardmetros n = 5 y p = 1/2. ;Cuél de estas dos variables aleatorias se puede
predecir.con menor E.C.M. ?

11. Considérese una moneda especial con la cual la probabilidad de obtener cara en un
lanzamiento es 0.3. Sup6ngase que la moneda va a ser lanzada 15 veces y sea X el
nimero de caras que se obtienen.

(a) ;Qué prediccién de X tiene E.C.M. minimo?
(b) {Qué prediccién de X tiene E.A.M. minimo?

4.6 COVARIANZA Y CORRELACION

Covarianza

Cuando se considera la distribucién conjunta de dos variables aleatorias, las medias,
medianas y varianzas de las variables proporcionan informacién 1iitil acerca de sus dis-
tribuciones marginales. Sin embargo, estos valores no proporcionan informacién acerca
de la relacién entre las dos variables o acerca de su tendencia a variar juntas més que
independientemente. En esta seccién y en la siguiente, se introducen nuevas cantidades
que permiten medir la asociacién entre dos variables aleatorias y predecir el valor de una
variable aleatoria utilizando el valor observado de otra variable relacionada.

Sean X e Y variables aleatorias que tienen una distribucién conjunta y cuyos primeros
momentos y varianzas son E(X) = ux, E(Y) = py, Var(X) = 0% y Var(Y) = o%.
La covarianza de X e Y, que se denota por Cov(X,Y), se define como sigue:

COV(X,Y)::E[(X—-px)(Y—py)]. 1)

Se puede demostrar (ejercicio 1 que aparece al final de esta seccién) que si 0% < oo y
0% < oo, entonces existe la esperanza de la ecuacién (1) y Cov(X,Y’) serd finita. Sin
embargo, el valor de Cov(X,Y) puede ser positivo, negativo o cero.
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Correlacion

Si0 <o) <ooy0< oy < oo, entonces la correlacién de X e Y, que se denota por
p(X,Y), se define como sigue:

Cov(X,Y)

X,Y) =
p(X,Y) pp—

)

- Para determinar el rango de valores posibles de 1a correlacién p(X,Y’), es necesario
el siguiente resultado:

Desigualdad de Schwarz. Para cualesquiera variables aleatorias U 'y V',
[E(UV)I® < E(U*)E(V?). 3)

Demostracién. Si E(U?) = 0, entonces Pr(U = 0) = 1. Por tanto, se debe verificar
también que Pr(UV = 0) = 1. Entonces, E(UV) = 0 y la relacién (3) se satisface.
Analogamente, si E(V?) = 0, entonces se verificara la relacién (3). Se puede suponer,
_ por tanto, que E(U?) > 0 y F(V?) > 0. Més ain, si E(U?) o E(V?) es infinita,
entonces la parte derecha de la relacién (3) sera infinita. En este caso, la relacién (3) se
verificard con certeza.

Consecuentemente, se puede suponer que 0 < E(U?) < ooy 0 < E(V?) < oo.
Para cualesquiera nimeros a y b,

0< E [(aU +bV)?] = ®E(U?) + b’ E(V?) + 2abE(UV) (4)

0 < E [(aU = bV)?] = «’E(U?) + b*E(V?) — 2abE(UV) (5)
Si se define a = E[(V?)]}/? y b = E[(U?)]'/?, entonces resulta de 1a relacién (4) que

EWV) > - [EUHEWVH)]?.

De la relacién (5) resulta, ademds, que

E(WUV) < [E(UEWVH]?

La

Estas dos relaciones juntas implican que se satisface la relacién (3). «

Sisedefinen / = X —ux y V =Y — puy, de la desigualdad de Schwarz resulta
entonces que

[Cov(X,Y)]* < 0% 0%
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Por otra parte, de la ecuacién (2) resulta que [p(X,Y)])? < 1 o, equivalentemente, que

Se dice que X e Y estin correlacionadas positivamente si p(X,Y) >0,que X e Y
estdn correlacionadas negativamente si p(X,Y) < 0 yque X e Y son no correlacionadas
si p(X,Y) = 0. Se puede ver en la ecuacién (2) que Cov(X,Y) y p(X,Y) deben tener
el mismo signo; esto es, ambos positivos, ambos negativos 0 ambos cero.

Propiedades de covarianza y correlacion

Se presentardn ahora cinco teoremas que involucran las propiedades basicas de covarianza
y correlacién. El primer teorema proporciona un método alternativo para calcular el valor
de Cov(X,Y).

Teorema 1. Para cualesquiera variables aleatorias X e Y tales que 0% < oo y
0% < oo, :
Cov(X,Y)= E(XY) - E(X)E(Y). (6)
Demostracién. De la ecuacién (1) resulta que

Cov(X,Y)= E(XY — uxY — uy X + pxpy)
= E(XY) - pxE(Y)— py E(X) + pxpy.

Puesto que E(X) = ux y E(Y) = py, se obtiene la ecuacién (6). <

El siguiente resultado demuestra que variables aleatorias independientes deben ser
no correlacionadas.

Teorema 2. Si X e Y son variables aleatorias independientes con 0 < 6% < oo y
0 < 0% < oo, entonces

Cov(X,Y) = p(X,Y) = 0.

Demostracién. Si X eY son independientes, entonces E(XY) = E(X)E(Y). Por tanto,
de la ecuacién (6), Cov(X,Y) = 0. También, resulta que p(X,Y)=0. <«

El resultado inverso del teorema 2 no es cierto en general. Dos variables aleatorias
dependientes pueden ser no correlacionadas. De hecho, ain considerando que Y sea unz
funcién explicita de X, es posible que p(X,Y) = 0, como en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1: Variables aleatorias dependientes pero no correlacionadas. Supéngase que
‘la variable aleatoria .X puede tomar dnicamente los tres valores —1, 0 y 1, y que cada
uno de estos tres valores tiene la misma probabilidad. Ademas, sea la variable aleatoria
Y definida por la relacién Y = X?. Se demostrard que X e Y son dependientes pero no
estan correlacionadas.

En este ejemplo X e Y son claramente dependientes, puesto que el valor de Y queda
completamente determinado por el valor de X. Sin embargo, '

E(XY)=E(X?® =E(X)=0.
Puesto que E(XY) =0y E(XN)E(Y) = 0, resulta del teorema 1 que Cov(X,Y) =0y

por tanto que X e Y son no correlacionadas. <

El siguiente resultado demuestra que si Y es una funcién lineal de X, entonces X e
Y deben estar correlacionadas; concretamente, |p(X,Y)| = 1.

Teorema 3. Supdngase que X es una variable aleatoria tal que 0 < 0% < ooy
que Y = aX + b para algunas constantes a 'y b, donde a # 0. Si a > 0, entonces
p(X,Y)=1. Sia <0, entonces p(X,Y) = —1.

Demostracién. SiY = aX + b, entonces puy = aux +beY — py = a(X — px). Por
tanto, de la ecuacién (1), '

Cov(X,Y) = aFE [(X — px)?] = aok.
Puesto que oy = |aloy, el teorema se deduce de la ecuacién (2). <

El valor de p(X,Y") proporciona una medida del grado en que dos variables aleatorias
X e Y estan linealmente relacionadas. Si la distribucidn conjunta de X e Y en el
plano 2y esta relativamente concentrada alrededor de una recta que tiene pendiente po-
sitiva, entonces p(.X,Y") generalmente estard cerca de 1. Si la distribucién conjunta estd
relativamente concentrada alrededor de una recta que tiene pendiente negativa, entonces
p(X,Y) generalmente estard cerca de —1. Aqui no se continda el desarrollo de estos
conceptos, pero serdn de nuevo considerados al introducir y estudiar la distribucién normal
bivariante en la seccién 5.12.

Se determinard ahora la varianza de la suma de variables aleatorias que no son
necesariamente independientes.

Teorema 4. Si X e Y son variables aleatorias con varianza finita, entonces

Var(X + YY) = Var(.X') 4+ Var(Y') + 2Cov(.X,Y). . @)
Demostracién. Puesto que E(X + Y') = px + 1y, entonces
Var(X +Y)= E[(X +Y — px — py)?]
= E[(X —px )+ (Y —py)* + 2(X — px )Y — py)]
= Var(X) + Var(Y') + 2Cov(X,Y). <
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Se puede demostrar que Cov(aX,bY) = ab Cov (X,Y). Para cualesquiera cons-
tantes a y b (véase Ejercicio 4 al final de esta seccién). Por tanto, resulta del teorema 4
que '

Var(aX + bY + ¢) = a®Var(X) + b2Var(Y) + 2abCov(X,Y). . (8)
En particular, |

Var(X —Y) = Var(X) + Var(Y) — 2Cov(X,Y). %)

El teorema 4 también se puede extender ficilmente a la varianza de la suma de n

variables aleatorias, como sigue:

Teorema 5. Si X1,...,X,, son variables aleatorias tales que Var(X;) < oo para
t=1,..., n, entonces ' ‘

Var (}i X,-) = Var(X;) +2) > Cov(Xi, X;). (10)
i=1 1=1

i<j
Demostracién. Para cualquier variable aleatoria Y,Cov(Y,Y) = Var(Y). Por tanto,
utilizando el resultado del ejercicio 7 al final de esta seccién, se puede obtener la siguiente
relacién:

n n

Var(il Xi) = COV<Z ‘Yi’ZXj) = iiCov(,\’;,,\’j).

i=1 j=1 i=1 j=1

Se expresard la dltima suma de esta relacion en dos sumas: (1) la suma de aquellos
términos para lo que ¢ = j y (2) la suma de aquellos términos para los que 7 # j.
Entonces, si se utiliza el hecho de que Cov(.X;, X;) = Cov(X;, X;), se obtiene la relacién

Var (il Xi) = il Var(X;) + Z Z Cov(X;, X;)

i
= Var(X;))+2) > Cov(X;, X;) <
t1=1 i<y

En el teorema 4 de la seccién 4.3 se demostr§ que si X;,..., X, son variables
aleatorias independientes, entonces

n n

Var(}: X,-) =) Var(X;). (11)
i=1 i=1

Este resultado se puede extender como sigue:

Si X1,...,Xn son variables aleatorias no correlacionadas entre si (esto es, si X;
Yy Xj no estdn correlacionadas siempre que i # j), entonces se verifica la ecuacién

(11).
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EJERCICIOS

1.

Demuéstrese que si Var(X) < oo y Var(Y) < oo, entonces Cov(X,Y) es finita.
Sugerencia: Considerando 1a relacién [(X — ux) £+ (Y — py)]? > 0, demuéstrese
que

(X = px)(¥ = o)

< L[(X = px) + (¥ — v )?].

. Supéngase que X tiene una distribucién uniforme en el intervalo (—2,2) y que

Y = X6, Demuéstrese que X e Y son no correlacionadas.

. Supéngase que la distribucion de una variable aleatoria X es simétrica respecto al

punto z =0, que 0 < E(X?) < 0o y que Y = X 2. Demuéstrese que X e Y son no
correlacionadas.

. Para cualesquiera variables aleatorias X e Y y constantes a,b,c¢ y d, demuéstrese

que

Cov(aX + b,cY 4+ d) = ac Cov(X,Y).

Sean X e Y variables aleatorias tales que 0 < 0% < o0y 0 < 0}, < co. Supéngase
qQue U =aX +byV =cY +d,donde a # 0 y ¢ # 0. Demuéstrese que p(U,V) =
=p(X,Y)siac>0yquep(U,V)=—p(X,Y)siac< 0.

Sean X,Y y Z tres variables aleatorias tales que Cov(X,Z) y Cov(Y, Z) existen y
sean a, b y ¢ constantes cualesquiera. Demuéstrese que

Cov(aX + bY +¢,2) = a Cov(X, Z) + b Cov(Y, Z).

. Supbéngase que X1,...,Xm Y Yi,...,Y, son variables aleatorias tales que Cov(Xj,

Y;)existeparai =1,...,myj=1,...,n;ysupdngasequea,...,ay, ybi,..., b,
son constantes. Demuéstrese que

m 7

Cov <i a; ‘Y;ﬁ, ibj YJ) = Z Zaibj COV()(,',YZ,').
i=1 i=1 .

i=1 j=1

. Supéngase que X e Y son dos variables aleatorias, que pueden ser dependientes, y

que Var(X') = Var(Y"). Suponiendo que 0 < Var(X +Y) < ooy 0 < Var(X ~Y) <
< oo, demuéstrese que las variables aleatorias X +Y y X —Y son no correlacionadas.

Supdngase que .\" e Y estdn correlacionadas negativamente. ;Var(X + Y') es mayor
o menor que Var(X — Y')?
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10. Demuéstrese que no pueden existir dos variables aleatorias X e Y para las que
E(X)=3,E(Y)=2 E(X?)=10,E(Y?) =29y E(XY)=0.

11. Supéngase que X e Y tienen una distribucién conjunta continua cuya f.d.p. es la
siguiente:

P y)_{é(wy) para 0<z<1, 0<y<2,

0 en otro caso.
Determinese el valor de Var(2X — 3Y + 8).

12. Supbngase que X e Y son variables aleatorias tales que Var(X) =9, Var(Y) =4y
p(X,Y) = —1/6. Determinese (a) Var{(X + Y) y (b) Var(X — 3Y + 4).

13. Supéngase que X,Y y Z son tres variables aleatorias tales que Var(X)
Var(Y) = 4, Var(Z) = 8, Cov(X,Y) = 1, Cov(X,Z2) = -1 y Cov(Y,2)
Determinese (a) Var(X +Y + Z) y (b) Var(3X — Y — 2Z + 1).

14. Supéngase que X,,...,X, son variables aleatorias tales que la varianza de cada

variable es 1 y la correlacién entre cada par de variables distintas es 1/4. Determinese
Var(Xl, . ,Xn).

1,
2.

4.7 ESPERANZA CONDICIONAL

Definicion y propiedades basicas

Supongamos que X e Y son variables aleatorias con una distribucién conjunta continua.
Sea f(z,y) su f.d.p. conjunta; sea f;(z) la f.d.p. marginal de X y para cualquier valor
de z tal que fi(z) > 0, sea g(y|z) la f.d.p. condicional de Y dado que X = z.

La esperanza condicional de Y dada X se denota por E(Y|X) y se define como una
funcién de la variable aleatoria X cuyo valor E(Y |z), cuando X = z, estd dado por:

(e o]

B¥l) = [ wotle)dy.
En otras palabras, E(Y |z) es la media de la distribucién condicional de Y dado que
X = z. El valor de E(Y |z) no estd definido para los valores de z tales que f;(z) = 0.
Sin embargo, puesto que estos valores de z constituyen un conjunto de puntos cuya
probabilidad es 0, la definicién de F(Y'|z) en dicho punto es irrelevante.

Anilogamente, si X e Y tienen una distribucién conjunta discreta y g(y|z) es 1a f.p.
condicional de Y dado que X = z, entonces la esperanza condicional E(Y |X ) se define
como la funcién de X cuyo valor £(Y |z), cuando X = z, es

E(Y|z) =) yg(yl=).



4.7 Esperanza condicional 209

Puesto que E(Y |X) es una funcién de la variable aleatoria X, es por si misma una
variable aleatoria con su propia distribucién de probabilidad, que se puede obtener a partir
de la distribucién de X'. Se demostrara ahora que la media de E(Y'|X) debe ser E(Y).

Teorema 1. Para cualesquiera variables aleatorias X e Y,
E[E(Y|X)] = E(Y). )]

Demostraciéon. Se supondrd, que X e Y tienen una distribucién conjunta continua. En-
tonces,

BECINI= [ B A d
= [ [ vt dsay

Puesto que g(y|z) = f(z,y)/fi(2), resulta que

pECIO= [ [ ufe vy = 5.

La demostracién para una distribucién discreta o para un tipo de distribucién mds general
es anadloga. «

Ejemplo 1: Eleccién de puntos de una distribucién uniforme. Sup6ngase que se elige
un punto X de acuerdo con una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Ademis,
sup6éngase que después de haber sido observado el valor X = = (0 < =z < 1), se
elige un punto Y de acuerdo con una distribucién uniforme sobre el intervalo (z, 1). Se
determinari el valor de E(Y").

Para cualquier valor concreto z (0 < = < 1), E(Y|z) es igual al punto medio
(1/2)(x + 1) del intervalo (z,1). Por tanto, E(Y|X) = (1/2)(X + 1) y

E(Y) = E[E(Y|X)] = %[E(X) +1]= %(% + 1) = % . e

En general, supdngase que X e Y tienen una distribucién conjunta continua y que
r(X,Y) es cualquier funcién de X e Y. Entonces la esperanza condicional F[r(X,Y)|X]
se define como la funcién de X' cuyo valor E[»(X,Y)|z], cuando X = z, es

[o o] .
E[r(X,Y)z] = / r(z,y) g(y|z) dy.
— o0

Para dos variables aleatorias arbitrarias X e Y, se puede demostrar que
E{FE[»(X,Y)|X]} = E[r(X,Y)]. (2)

Se puede definir de forma andloga la esperanza condicional de »(X,Y) dado Y y la
esperanza condicional de una funcién »(.X, ..., X,,) de varias variables aleatorias dadas
una o mis de las variables X1,..., X,.
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Ejemplo 2: Esperanza condicional lineal. Sup6ngase que E(Y|X) = aX + b para
constantes a y b. Se determinari el valor de F(XY) en términos de E(X) y E(X?).

Por la ecuacién (2), E(XY) = F[E(XY|X)]. Ademis, puesto que X se considera
dada y fija en la esperanza condicional,

E(XY|X)=XE(Y|X)= X(aX +b) = aX?+bX.
Por tanto,

E(XY) = E(aX?+bX) =aE(X?) +bE(X). <

Prediccion

Considérense ahora dos variables aleatorias X e Y que tienen una distribucién conjunta
especifica y supéngase que después de haber observado el valor de X, se debe predecir
el valor de Y. En otras palabras, la prediccién de Y puede depender del valor de X.
Supéngase que esta prediccion d(.X') se debe elegir tal que minimice el error cuadritico
medio E{[Y — d(X)]*}.

De la ecuacidn (2) resulta que

B{[y — dX)’} = B (B{lY — d(X)]* X}). €)

Por tanto, el E.C.M. de la ecuacién (3) se minimiza si se elige d(X '), para cada valor dado
de X, de forma que minimice la esperanza condicional E{[Y — d(X)]?|X} de la parte
derecha de la ecuacién (3). Después de haber observado el valor de X, se especifica la
distribucién de Y a partir de la distribucién condicional de Y dado que X = z. Como
se expuso en la seccién 4.5, cuando X = z la esperanza condicional de la ecuacién (3)
se minimiza cuando se elige d(z) igual a la media F(Y |z) de la distribucién condicional
de Y. Resulta que la funcién d(X) para la que el E.C.M. de la ecuacién (3) se minimiza
es d(X) = E(Y|X). :

Para cualquier valor concreto z, se define Var(Y |z) como la varianza de la dis-
tribucién condicional de Y dado que X = z. Esto es,

Var(Y|z) = E{[Y — E(Y|2))*|z}.

Por tanto, si se observa el valor .X = z y se predice el valor E(Y |z) para Y, entonces el
E.C.M. de esta prediccién es Var(Y |z). Resulta de la ecuacién (3) que si la prediccién se
determina utilizando la funcién d(.X') = F (Y |.X'), entonces el E.C.M. global, promediado
sobre todos los valores posibles de .X, serd E'[Var(Y|X)].

Si se debe predecir el valor de Y sin ninguna informacién acerca del valor de X,
entonces, como se demuestra en la seccién 4.5, la mejor prediccién es la media F(Y')
y el ECM. es Var(Y). Sin embargo, si X se puede observar antes de determinar la
prediccién, la mejor prediccion es d(.\') = E(Y|X) y el ECM. es E[Var(Y|X)]. Por
tanto, la reduccién que se puede alcanzar en el E.C.M. utilizando la observaciéon .X es

Var(Y) — E [Var(Y | X)]. “4)
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Esta reducci6n proporciona una medida de 1a utilidad de X para predecir Y. Se demuestra
en el ejercicio 10 de esta seccién que esta reduccién también se puede expresar como
Var[E(Y'|X)]. | -

Es importante distinguir cuidadosamente entre el E.C.M. global, que es E[Var(Y |X)]
y el E.C.M. de la prediccién particular determinada cuando X = =z, que es Var(Y|z).
Antes de haber observado el valor de X, el valor apropiado para el E.C.M. del proceso de
observar X y luego predecir Y es F[Var(Y|X)]. Después de haber observado un valor
particular  de X y haber determinado la prediccién E(Y |z), la medida apropiada del
E.C.M. de esta prediccién es Var(Y|z).

Ejemple 3: Prediccién del valor de una observacion. Supdngase que es igualmente
verosimil seleccionar una observacién Y de una de las dos poblaciones II; y II,. Supén-
gase ademas que se hacen las siguientes suposiciones: Si la observacion se selecciona de
la poblacién II,, entonces la f.d.p. de Y es

1 para 0<y<1,

91(y) = 0 en otro caso.

Si la observacion se selecciona de la poblacién II,, entonces la f.d.p. de Y es

_J2y para 0<y<1,
92(y) = 0 en otro caso.

En primer lugar, supdngase que la poblacidn de la cual se selecciona Y no es conocida
y se determinaré la prediccién de Y que minimiza el E.C.M. y el valor minimo del E.C.M.
Puesto que no se conoce la poblacion de la que se selecciona Y, la f.d.p. de Y viene dada
por g(y) = (1/2) [91(y) + 92(y)] para —oo < y < oco. La prediccién de Y con el menor
E.CM. serd E(Y), y el E.C.M. de esta prediccién serd Var(Y'). Se obtienen los valores

1 1 1 7
E(Y)=/0 v9(y) dy:g/o (y+2y2)dy=ﬁ

1 1
f 1 .. 5
E(Y? = / v 9(y) dy = 7/ (v +2y°) dy = —-

Por tanto,

N5 7\> 11
Va“”-a*(a) = T2

Supéngase ahora que antes de tener que predecir el valor de Y es posible conocer
la poblacién de la que Y fue seleccionada. Para cada una de las poblaciones, se deter-
minard de nuevo la prediccion de Y que minimiza el E.C.M. y también el E.CM. de
esta prediccién. Por dltimo, se determinard el E.C.M. global del proceso consistente en
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determinar de qué poblacion se selecciona la observacién Y para luego predecir el valor
de Y.

Por conveniencia, se define una nueva variable aleatoria X talque X = 1si Y vaa
ser seleccionada de la poblacién I1;, y X = 2si Y va a a ser seleccionada de 1a poblacién
IO,. Parai = 1,2, se sabe que si Y va a ser seleccionada de la poblacién II;, entonces la
prediccion de Y con el menor E.CM. serd E(Y|X = 1), y el E.C.M. de esta predicci6én
serd Var(Y|X = 7).

La f.d.p. condicional de Y dado que X = 1 es g;. Puesto que g; es la f.d.p. de
una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1), se sabe que F(Y|X = 1) =1/2y
Var(Y|X = 1) = 1/12. Por tanto, si se sabe que Y va a ser seleccionada de 1a poblacién
I,, la prediccién con el menor ECM.es Y = 1/2, y el ECM. de esta predlcc16n es
1/12.

Para X = 2,

1 1
2
EY|X =2) :/ yg2(y) dy = / 2y? dy = 3
0 0

1 1

1

E(Y?3X =2) =/ v2ga(y) dy = / 2y dy = 5
(0] 0]

Consecuentemente,

1 2\? 1

- Por tanto, si se sabe que Y va a ser seleccionada de la poblacién II,, la prediccién con
el menor EECM. es Y = 2/3, y el E.C.M. de esta prediccién es 1/18.

Por iltimo, puesto que Pr(X = 1) = Pr(X = 2) = 1/2, el E.C.M. global de
predecir Y a partir de X de esta forma es

1
E[Var(Y|X)] = 3Var(Y|X = 1) + sVar(Y|X = 2) = =
Como consecuencia de estos resultados si una persona es capaz de observar el valor
de X antes de predecir el valor de Y, puede reducir el E.CM. de Var(Y) = 11/144 a
E[Var(Y|X)] = 5/72 = 10/144. <

Debe subrayarse que por las condiciones del ejemplo 3, el valor apropiado del E.C.M.
global es 10/144 cuando se sabe que se dispondra del valor de X para predecir Y, pero
antes de haber determinado el valor explicito de A'. Después de hdber determinado el valor
de X, el valor apropiado del ECM. es Var(Y|X = 1) = & = 144 oVar(Y|X = 2) =
= -1— = —8—4. Por tanto, si X = 1, el E.C.M. de la prediccién es realmente mayor que

1
Var(Y) = 11/144. Sin embargo, si X = 2, el E.C.M. de la prediccién es relativamente
pequefio.
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EJERCICIOS

1.

Supédngase que el 30% de los estudiantes que realizaron cierto examen es de la escuela
A y que la media aritmética de las calificaciones en el examen fue 80. Supéngase
también que el 30% de los estudiantes es de la escuela B y que el promedio aritmético
de las calificaciones fue 76. Supdngase por iltimo que el otro 50% de los estudiantes
es de la escuela C y que la media aritmética de las calificaciones fue 84. Si se
selecciona un estudiante al azar del grupo completo que realizé el examen, ;cudl es
el valor esperado de su calificacién?

Supéngase que 0 < Var(.Y) < ooy 0 < Var(Y') < oco. Demuéstrese que si £(X|Y)
es constante para todo valor de Y, entonces X e Y son no correlacionadas.

Supéngase que la distribucién de X es simétrica respecto al punto z = 0, que existen
todos los momentos de X y que E(Y|X) = aX + b, donde a y b son constantes.
Demuéstrese que X ™ e Y no estdn correlacionadas para m = 1,2, .. ..

Supédngase que se elige un punto X; de una distribucién uniforme sobre el intervalo
(0,1) y que después de observar el valor X; = x;, se elige un punto X, de la
distribucién uniforme sobre el intervalo (2;,1). Supdngase, ademdis, que se generan
nuevas variables X3, X4,... de la misma forma. En general, para j = 1,2,...,
después de haber observado el valor X; = z;, se elige X;;, de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (z;,1). Determinese el valor de E(X,).

. Supéngase que la distribucién conjunta de X e Y es una distribucién uniforme sobre

el circulo z? + y? < 1. Determinese E(X|Y).

Supbngase que X e Y tienen una distribucién conjunta continua cuya f.d.p. conjunta
es la que sigue:

r+y para 0<z<1,0<y<],
0 en otro caso.

flz,y) =

Determinese E(Y |X) y Var(Y|X).

Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 6. (a) Si se observa que X =
= 1/2, ;qué prediccién de Y tendrd el menor E.C.M.? (b) ;Cuél serd el valor de
este E.CM.?

Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 6. Si se va a predecir el valor
de Y a partir del valor de X, ;cudl es el valor minimo del E.C.M. global?

Supdngase que, para las condiciones de los ejercicios 6 y 8, una persona puede pagar
un costo ¢ por la oportunidad de observar el valor de X antes de predecir el valor
de Y o puede simplemente predecir el valor de Y sin observar primero el valor de
X. Si la persona considera que su pérdida total es el costo ¢ mis el E.C.M. de su
prediccién, jcudl es el valor miximo de ¢ que deberia estar dispuesta a pagar?
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10. Si X e Y son dos variables aleatorias cualesquiera cuyas esperanzas y varianzas
existen, demuéstrese que

Var(Y) = E [Var(Y|X)] + Var [E(Y]X)].

11. Si X e Y son variables aleatorias tales que E(Y|X) = aX + b. Supb6ngase que
existe Cov(X,Y) y que 0 < Var(X) < oo, determinense expresiones para a y b en
funcién de E(X), E(Y ), Var(X) y Cov(X,Y).

12. Supdngase que la calificacién X de una persona en una prueba de aptitudes mate-
madticas es un nimero en el intervalo (0,1) y que su calificacién Y en una prueba
de aptitudes musicales es también un nimero en el intervalo (0,1). Supdngase,
ademas, que en la poblacién de todos los estudiantes de colegio en Estados Unidos,
las calificaciones X e Y se distribuyen de acuerdo con la siguiente f.d.p. conjunta:

2
flz,y) = £(224+3y) para 0<2<1y0<y<],

0 en otro caso.

(a) Si un estudiante de colegio se selecciona al azar, ;qué prediccién de su califi-
cacién en la prueba de miusica tiene el menor E.C.M.?

(b) {Qué prediccion de su calificacion en la prueba de matemaiticas tiene el menor
E.AM.?

13. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 12. Estan las calificaciones de
los estudiantes de colegio en las pruebas de matematicas y misica correlacionadas
positivamente, negativamente o no correlacionadas?

14. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 12. (a) Si la calificacién de un
estudiante en la prueba de matemadticas es 0.8, jqué prediccién de su calificaciéon en
la prueba de misica tiene el menor E.C.M.? (b) Si la calificacién de un estudiante
en la prueba de misica es 1/3, ;cudl es la prediccién de su calificacién en la prueba
de matematicas que tiene el menor E.M.A.?

4.8 MEDIA MUESTRAL

Desigualdades de Markov y Chebyshev

Esta seccién se inicia presentando dos resultados sencillos y generales, conocidos como
la desigualdad de Markov y la desigualdad de Chebyshev. Se aplicardn entonces estas
desigualdades a muestras aleatorias.
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Desigualdad de Markov. Supdngase que X es una variable aleatoria tal que
Pr(X > 0) = 1. Entonces para cualquier niimero t > 0,

E(X)
=),

Pr(X >1t) < (1)
Demostracion. Por conveniencia, supdngase que X tiene una distribucién discreta cuya
f.p. es f. La demostracién para una distribucién continua o un tipo de distribucién mas
general es aniloga. Para una distribucién discreta,

E(X)=> af(x)=) af(x)+ Y zf(z).

T r<t r>t

Puesto que X puede tomar tnicamente valores no negativos, todos los términos de la
suma son no negativos. Por tanto,

E(Y)?_Z:Lf(.n)z th(x):tPr(,\’zt). <

>t 2>t

La desigualdad de Markov tiene fundamental interés para valores grandes de t. De
hecho, cuando ¢t < E(X), la desigualdad no tiene interés alguno, puesto que se sabe
que Pr(X < t) < 1. Sin embargo, de la desigualdad de Markov se obtiene que para
cualquier variable aleatoria no negativa .X' cuya media es 1, el valor maximo posible de
Pr(X > 100) es 0.01. Ademais, se puede verificar que este valor maximo es alcanzado
por la variable aleatoria X para la cual Pr(X = 0) = 0.99 y Pr(\\" = 100) = 0.01.

Desigualdad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria para la cual Var(X)
existe. Entonces para cualquier nimero concretot > 0,

Var(X
Pr (| X — E(X)|>1) < a—i(—) 2)
Demostracién. SeaY = [X — E(X)]?. Entonces Pr(Y >0) =1y E(Y) = Var(X).
Aplicando a Y la desigualdad de Markov, se obtiene el siguiente resultado:

Var(X)

Pr (|X — E(X) >

>t)=Pr (Y >¢t?) <

Se puede ver en la demostracidn que la desigualdad de Chebyshev es simplemente
un caso especial de la desigualdad de Markov. Por tanto, los comentarios que siguen a la
demostracién de la desigualdad de Markov se pueden aplicar también a la desigualdad de
Chebyshev. Estas desigualdades son muy titiles debido a su generalidad. Por ejemplo, si
Var(X) = o2 y se define t = 30, entonces la desigualdad de Chebyshev proporciona el
resultado

O =

Pr(

X—E(X)|>30)<
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En palabras, este resultado afirma que la probabilidad de que cualquier variable aleatoria
difiera de su media en mas de 3 desviaciones estindar no puede exceder de 1/9. Esta
probabilidad serd realmente mucho menor que 1/9 para muchas de las variables aleatorias
y distribuciones que se tratardn en este libro. La desigualdad de Chebyshev es itil debido
al hecho de que esta probabilidad debe ser 1/9 o menos para toda distribucién. Se puede
demostrar también (véase Ejercicio 3 de esta Sec.) que la cota superior de (2) es precisa en
el sentido de que no puede tomarse otra cota menor que sirva para todas las distribuciones.

Propiedades de la media muestral

Supbngase que las variables aleatorias Xy, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de
tamafio n de una distribucién cuya media es p y cuya varianza es o2. En otras palabras,
supOngase que las variables aleatorias X;,...,X,, son i.i.d. y que cada una tiene media

p y la varianza es o2. Se denotard por X, la media aritmética de las observaciones de
la muestra. Entonces,

- 1
Xn = ;(X1+~-+X,,).

Esta variable aleatoria X,, se denomina media muestral.
La media y la varianza de X',, se pueden calcular ficilmente. Resulta directamente
de la definicién de X,, que

— 1~ 1
E(X,) = ;ZE(X,-) = —enp= g

=1

Ademas, puesto que las variables X, ..., X, son independientes,

Var(X,) = ;lé-Var (Z Xa')

=1

(V]

1 <& i 1 , o

En palabras, la media de X, es igual a la media de la distribucién de la que se selecciond la
muestra aleatoria, pero la varianza de X, es s6lo 1 /n veces la varianza de esa distribucion.
Esto significa que la distribucién de probabilidad de .X,, estard mas concentrada alrededor
del valor medio ¢ que la distribucién original. En otras palabras, la probabilidad de que
la media muestral X, esté cerca de i es mayor que la probabilidad de que lo esté una
observacién X; de la distribucién original.

Estas afirmaciones se pueden hacer mds precisas aplicando la desigualdad de Cheby-
shev a X,,. Puesto que E(X,) = p y Var(X,) = o?/n, de la relacién (2) resulta que
para cualquier nimero concreto 1 > 0,

2
o

Pr([Xn—pl21t) < 3 €)
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Ejemplo 1: Determinccién del niumero de observaciones necesarias. Supdngase que
se va a seleccionar una variable aleatoria de una distribucién para la cual no se conoce
el valor de la media u, pero se sabe que la desviacién estindar o es 2 unidades. Se
determinari lo grande que debe ser el tamafio muestral para que la probabilidad de que
| Xn — u| sea menor que una unidad, sea al menos 0.99.
Puesto que o> = 4, de la relaci6on (3) resulta que para cualquier tamafio muestral n,

Pr (Ko —pl 2 1) < =

Puesto que n se debe elegir para que Pr(|X,, — u| < 1) > 0.99, resulta que se debe elegir
n de forma que 4/n < 0.01. Por tanto, se necesita que n > 400. <«

Se debe resaltar que el uso de la desigualdad de Chebyshev en el ejemplo 1 garantiza
que una muestra para la que n = 400 seré suficientemente grande para alcanzar los requi-
sitos de probabilidad especificados, independientemente del tipo particular de distribucién
de la que selecciona la muestra. Si se dispone de informacién adicional acerca de esta
distribucién, entonces se puede demostrar que un valor mis pequefio de n es suficiente.
Esta propiedad se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2: Lanzamiento de una moneda. SupOngase que se realizan n lanzamientos
independientes de una moneda equilibrada. Para i = 1,...,n, sea X; = 1 si se obtiene
cara en el 7-ésimo lanzamiento y sea X; = 0 si se obtiene cruz en el :-ésimo lanzamiento.
Entonces, la media muestral .X,, serd simplemente igual a la proporcién de caras que se
obtienen en los n lanzamientos. Se determinara el nimero de veces que se debe lanzar la
moneda para que Pr(0.4 < X, < 0.6) > 0.7. Se determinara este nimero de dos formas:
en primer lugar, utilizando la desigualdad de Chebyshev; en segundo lugar, utilizando las
probabilidades exactas para la distribucién binomial del nimero total de caras.

Sea T' = 3_7_, X; el nimero total de caras que se obtienen cuando se hacen n
lanzamientos. Entonces 7' tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p = 1/2.
Por tanto, de la ecuacién (3) de la seccién 4.2, resulta que E(7") = n/2 y de la ecuacién (2)
de la secci6n 4.3, resulta que Var(T') = n/4. Puesto que X, = T/n, se puede obtener
de la desigualdad de Chebyshev la siguiente relacién:

Pr(0.4 < X, <0.6) = Pr(0.4n < T < 0.6n)

:Pr( <01n>_

n 25
>1 — 0 g2
21 4(0.1n)- : n

T2
2

Por tanto, si n > 84, esta probabilidad serd al menos 0.7, como se exigia.
Sin embargo, en las tablas de la distribucién binomial proporcionadas al final de este
libro, se encuentra que para n = 15,

Pr(0.4 < X, <0.6)=Pr(6 < T <9) = 0.70.
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Por tanto, 15 lanzamientos serian suficientes para satisfacer el requisito de probabilidad
especificado. <«

Ley de los grandes numeros

La exposicion del ejemplo 2 indica que la desigualdad de Chebyshev puede no ser una he-
rramienta practica para determinar el tamafio muestral apropiado en un problema particular,
porque puede especificar un tamafo muestral mucho mayor que el realmente necesario
para la distribucién concreta de donde se ha seleccionado la muestra. Sin embargo, la
desigualdad de Chebyshev es una herramienta tedrica valiosa y serd utilizada aqui para
demostrar un resultado importante conocido como ley de los grandes niumeros.

Convergencia en probabilidad: Supdngase que Z;, Zs,... es una sucesién de variables
aleatorias. Hablando sin precisién, se dice que esta sucesién converge a un nimero b
si la distribucién de probabilidad de Z,, se concentra mas y mas alrededor de b cuando
n — oo. Formalmente, se dice que la sucesién Z1, Z,, ... converge en probabilidad a b
si para cualquier nimero dado ¢ > 0,

lim Pr(|Z, — bl <€) =1.

En otras palabras, 1a sucesién converge en probabilidad a b si la probabilidad de que
Z, esté en un intervalo alrededor de b, con independencia de lo pequefio que sea este
intervalo, se aproxima a 1 cuando n — ooc.

La afirmacién de que la sucesién Z;, Z, ... converge en probabilidad a b se repre-
senta por la notacién

plim Z, =b

n— 00
o por la notacién

Z, L.

Algunas veces se dice simplemente que Z,, converge en probabilidad a b.
Se demostrard ahora que la media muestral siempre converge en probabilidad a la
media de la distribucién de la que se selecciond la muestra aleatoria.

Ley de los grandes nameros. Supéngase que X4, ..., X, constituyen una muestra
aleatoria cuya media es p 'y sea X ,, la media muestral. Entonces,

plim X, = p. @)

L —+ OO

Demostracién. Para los propésitos de esta demostracién, supOngase que la distribucién
de donde se ha seleccionado la muestra aleatoria tiene una media finita 4 y una varianza
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finita 2. De la desigualdad de Chebyshev resulta entonces que para cualquier nimero
dado € > 0,

2

g

Pr(|-)7n—-,u|<€)21—

)
ne-

Por tanto,

lim Pr(|X,, —pl<e) =1,
n— o0

lo que significa que plim,,_, o, Xn = u.

Se puede demostrar también que la ecuacidn (4) se satisface si la distribucién de la
cual se ha seleccionado la muestra aleatoria tiene una media finita x pero una varianza
infinita. Sin embargo, la demostracion para este caso estd fuera del alcance de este
libro. <«

Puesto que X,, converge en probabilidad a p, resulta que existe una probabilidad alta
de que X,, esté cerca de u si el tamafio muestral » es grande. Por tanto, si una muestra
aleatoria grande se selecciona de una distribucién cuya media es desconocida, entonces la
media aritmética de los valores de la muestra usualmente serd una buena estimacién de
la media desconocida. Este tema se tratard de nuevo en el capitulo 5 después de haber
deducido el teorema central del limite. Se podrd entonces presentar una distribucién de
probabilidad mis precisa para la diferencia entre X, y gx.

Leyes débiles y fuertes. Existen otros conceptos de la convergencia de una sucesién
de variables aleatorias, ademdas del concepto de convergencia en probabilidad que se
ha presentado aqui. Por ejemplo, se dice que una sucesién Z,,Z,,... converge a una
constante b con probabilidad 1 si

Pr(lim Z, =0) =1.
—+ 00

Una investigacion cuidadosa del concepto de convergencia con probabilidad 1 estd
fuera del alcance de este libro. Se puede demostrar que si una sucesién Z;,Z,,...
converge a b con probabilidad 1, entonces la sucesién también convergera en probabilidad
a b. Por esta razdn, la convergencia con probabilidad 1 usualmente se llama convergencia
fuerte, mientras que la convergencia en probabilidad se llama convergencia débil. Para
resaltar la diferencia entre estos dos conceptos de convergencia, el resultado que aqui ha
sido llamado simplemente la ley de los grandes nimeros usualmente se llama ley débil de
los grandes nimeros. La ley fuerte de los grandes niimeros puede describirse como sigue:
Si X, es la media muestral de una muestra aleatoria de tamaiio n de una distribucién con
media u, entonces

Pr ( lim X, = ,u) = 1.

n—aoo

La demostracién de este resultado no se presentari aqui.
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EJERCICIOS

1.

Supdngase que X es una variable aleatoria con

1
Pr(X20)=1 y Pr(X210)= 3

Demuéstrese que E(X) > 2.

Supéngase que X es una variable aleatoria para la cual F(X) = 10, Pr(X < 7) =
= 0.2 y Pr(X > 13) = 0.3. Demuéstrese que Var(X) > 9/2.

. Sea X una variable aleatoria cuya E(X) = p y Var(X) = o2. Constrilyase una

distribucién de probabilidad para X tal que

1
Pr(|X —pl230) =5

¢ Qué tamaiio debe tener una muestra aleatoria seleccionada dé una distribucién con-
creta para que la probabilidad de que la media muestral esté entre 2 desviaciones
tipicas de la media de la distribucién sea al menos 0.99?

Supdéngase que X1, ...,.\,, constituyen una muestra aleatoria de tamafio n de una

- distribucién cuya media es 6.5, y su varianza 4. Determinese lo grande que debe ser

el valor de n para que se verifique la siguiente relacién:

Pr(6<X,<T7)>08.

Supéngase que .\ es una variable aleatoria para la cual E(X) = py E[(X —p)?] =
= (4. Demuéstrese que v

. B
Pr(|X —pu|>1) < ﬁ

. Supbngase que el 30% de los articulos de un gran lote manufacturado es de poca

calidad. Supdngase, ademds, que se va a seleccionar del lote una muestra aleatoria de
n articulos y sea (),, 1a proporcién de articulos en la muestra que son de poca calidad.
Determinese un valor de = tal que Pr(0.2 < @, < 0.4) > 0.75 utilizando (a) la
desigualdad de Chebyshev y (b) las tablas de la distribucién binomial presentadas al
final del libro. )
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. Sea Z;1,Z,,... una sucesién de variables aleatorias y supdngase que, para n =
= 1,2,..., la distribucién de Z,, es la siguiente:
Pr(Z,,.-_-nQ):'l y Pr(AZn:O)zl-—l-
n n

Demuéstrese que

lim E(Z,) =o0 pero plim Z,, = 0.

n—oo n—oo

. Se dice que una sucesién de variables aleatorias Z1, Z», .. . converge a una constante

b en media cuadrdtica si

lim E [(Z, —b)?] = 0.

Demuéstrese que se verifica la ecuacién (5) si, y sélo si,

lim E(Z,)=1b y lim Var(Z,) = 0.

n—oo n—oo

Sugerencia: Utilicese el ejercicio 4 de la seccién 4.3.

Demuéstrese que si una sucesién Z;, Z»,... converge a una constante b en media
cuadritica, entonces la sucesién también converge en probabilidad a b.

Sea X, la media muestral de una muestra aleatoria de tamaiio n de una distribuci6n
cuya media es g y cuya varianza es o2, donde 0? < co. Demuéstrese que X,
converge a p en media cuadritica cuando n — oo.

Sea Z1, Z,, . .. una sucesion de variables aleatorias y supéngase que paran = 1,2,. ..
la distribucién de Z,, es la siguiente:

1 1 1
_I‘:Pr<Z,,=;l—)=l—— y Pr(Z, =n)= —-

n2 n

{a) (Existe una constante ¢ a la que la sucesién converge en probabilidad?

(b) ;Existe una constante ¢ a la que la sucesiOn converge en media cuadritica?
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*4.9 UTILIDAD

Funciones de utilidad

Considérese un juego en el cual tendrd lugar uno de los tres resultados siguientes: Una
persona ganara 100 délares con probabilidad 1/5, ganard 0 délares con probabilidad 2/5
o perdera 40 délares con probabilidad 2/5. La ganancia esperada de este juego es

1 2 2
=(100) + £(0) + £(—40) = 4.

En general, cualquier juego de este tipo, en el que las posibles ganancias o pérdidas
son distintas cantidades de dinero, se puede representar por una variable aleatoria X con
una distribucién de probabilidad especifica. Hay que entender que un valor positivo de
X representa una ganancia monetaria real de la persona y que un valor negativo de X
representa una pérdida (que se considera como ganancia negativa). La ganancia esperada
de un juego X es entonces simplemente F(X).

Aunque dos juegos distintos X e Y pueden tener la misma ganancia esperada, una
persona que se ve obligada a elegir uno de los dos, generalmente tendrd preferencia por
uno de ellos. Por ejemplo, considérense dos juegos .X' e Y cuyas ganancias tienen las
siguientes distribuciones de probabilidad:

Pr(X = 500) = Pr(X = —400) = -;- (1)

Pr(Y = 60) = Pr(¥Y = 50) = Pr(Y =40) =

O b=

: (2)

Aqui, E(X) = E(Y) = 50. Sin embargo, una persona que no desee arriesgarse a
perder 400 d6lares para tener la oportunidad de ganar 500 generalmente preferiria Y, que
proporciona una ganancia segura de al menos 40 dodlares.

La teoria de utilidad fue desarrollada durante las décadas de 1930 y 1940 para
describir las preferencias de una persona entre juegos como los que se acaban de describir.
De acuerdo con esta teoria, una persona preferird un juego X para el que la esperanza
de una cierta funcién I[7(.\') es un miximo, a un juego para el que la ganancia esperada
E(X) es simplemente un méaximo. La funcién U se denomina la funcién de utilidad de
la persona. Cominmente hablando, la funcién de utilidad de una persona es una funcién
que asigna a cada cantidad posible & (—>0 < & < o0) un ndmero U(x) que representa el
valor real para la persona de ganar la cantidad =.

Por ejemplo, supéngase que la funcién de utilidad de una persona es U y que debe
elegir entre los juegos X' e Y definidos por las ecuaciones (1) y (2). Entonces,

E[U(X)] = 5U(500) + 3U(~400) 3)
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E[U(Y)] = 3U(60) + 5U(50) + 3U(40). @)

La persona preferiria el juego para el cual la utilidad esperada de ganancia, como se
especifica en la ecuacién (3) o la ecuacién (4), es mayor.

Formalmente, la funcién de utilidad de una persona se define como una funcién U
que tiene la siguiente propiedad: Cuando la persona debe elegir entre dos juegos X e
Y, preferirda X a Y si EF[U(X)] > E[U(Y)] y serd indiferente a X e Y si E[U(X)] =
= E[U(Y)]. Cuando la persona esti eligiendo entre mds de dos juegos, elegird un juego
X para el que E[U(X)] sea un maximo.

No se considerara aqui el problema de determinar las condiciones que deben satisfacer
las preferencias de una persona entre todos 10s juegos posibles para garantizar que estas
preferencias se puedan representar mediante una funcién de utilidad. Este problema y
otros aspectos de la teoria de utilidad son tratadas por DeGroot (1970).

Ejemplos de funciones de utilidad

Puesto que es razonable suponer que toda persona prefiere una ganancia mayor a una
menor, supdngase que toda funcién de utilidad U(z) es una funcién creciente de la
ganancia #. Sin embargo, la forma de la funcién U(z) variari de persona a persona y
dependera de la disposicién de cada persona a arriesgarse a perder diversas cantidades
para intentar aumentar sus ganancias.

Por ejemplo, considérense dos juegos X e Y para los que las ganancias tienen las
siguientes distribuciones de probabilidad: '

Pr(X = —3) = 0.5, Pr(X = 2.5) =04, Pr(X =06) =0.1. )
Pr(Y = —2) = 0.3, Pr(Y = 1) = 0.4, Pr(Y = 3) = 0.3. (6)
Supdngase que una persona debe tomar una de las tres decisiones siguientes: (1) aceptar el

juego X, (2) aceptar el juego Y, (3) no aceptar ninguno de los dos juegos. Se determinard
ahora la decisién que una persona tomaria para tres funciones de utilidad distintas.

Ejemplo 1: Funcién de utilidad lineal. Supéngase que U(z) = az + b para constantes
a y b, donde ¢ > 0. En este caso, para todo juego X, E[U(X)] = aE(X)+ b. Por tanto,
para cualquier par de juegos X e Y, E[U(X)] > E[U(Y)] si, y s6lo si, F(X) > E(Y).
En otras palabras, una persona que tiene una funcién de utilidad lineal siempre escogera
un juego para el que la ganancia esperada sea un maximo.

Cuando los juegos .X e Y se definen por las ecuaciones (5) y (6),

E(X) = (0.5)(—=3) + (0.4)(2.5) + (0.1)(6) = 0.1

E(Y)=(0.3)(—=2) 4+ (0.4)(1) 4+ (0.3)(3) = 0.7.
Ademas, puesto que la ganancia de no aceptar ninguno de estos juegos es 0, la ganancia
esperada de decidir no aceptar ninguno de los juegos es claramente 0. Puesto que E(Y') >
> E(X) > 0, resulta que una persona que tiene una funcién de utilidad lineal elegiria

aceptar el juego Y. Si el juego ¥ no estuviera disponible, entonces la persona preferiria
aceptar el juego .\ a no aceptar ningin juego. <
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Ejemplo 2: Funcién de utilidad cabica. Sup6ngase que la funcién de utilidad de una
persona es U(z) = z® para —oo < z < oo. Entonces, para los juegos definidos por las
ecuaciones (5) y (6),

E[U(X)] = (0.5)(=3) + (0.4)(2.5)% + (0.1)(6)® = 14.35

E[U)] = (0.3)(—=2)2 + (0.4)(1)2 + (0.3)(3)® = 6.1.

Ademis, la utilidad de no aceptar ningiin juego es U(0) = 03 = 0. Puesto que E[U(X)] >
> E[U(Y)] > 0, resulta que la persona elegiria aceptar el juego X. Si el juego X no
estuviera disponible, 1a persona preferiria aceptar el juego Y a no jugar en absoluto. <

Ejemplo 3: Funciones de utilidad logaritmicas. Supéngase que la funcién de utilidad de
una persona es U(z) = log(z + 4) para = > —4. Puesto que lim;_,_4log(z +4) = —oo,
una persona que tiene esta funcién de utilidad no puede elegir un juego en el que exista
alguna posibilidad de que su ganancia sea —4 o menos. Para los juegos X e Y definidos
por las ecuaciones (5) y (6),

E[U(X)] = (0.5)(log 1) + (0.4)(log 6.5) + (0.1)(log 10) = 0.9790

E[U(Y)] = (0.3)(log 2) + (0.4)(log 5) + (0.3)(log 7) = 1.4355.

Ademis, la utilidad de no aceptar ningin juego es U(0) = log4 = 1.3863. Puesto que
E[U(Y)] > U(0) > E[U(X)], resulta que la persona elegirfa aceptar el juego Y. Si el
juego Y no estuviera disponible, la persona preferirfa no jugar en absoluto a aceptar el
juego X. <

Venta de un boleto de loterfa.

Supbngase que una persona tiene un boleto de loterfa del cual recibird una ganancia
aleatoria de X délares, donde X tiene una distribucién de probabilidad especifica. Se
determinari el niimero de d6lares por el que la persona estaria dispuesta a vender su boleto
de loteria.

Sea U la funcién de utilidad de la persona. Entonces, la utilidad esperada de la
ganancia proporcionada por el boleto de loterfa es E[U(X)]. Si vende el boleto de loteria
por z¢ d6lares, su ganancia es entonces zo d6lares y la utilidad de su ganancia es U(zg).
La persona preferird aceptar zo délares como una ganancia segura a aceptar la ganancia
aleatoria X proporcionada por el boleto de loterfa si, y s6lo si, U(zo) > E[U(X)]. Por
tanto, 1a persona estaria dispuesta a vender el boleto de loterfa por una cantidad z, tal
que U(zo) > E[U(X)]. Si U(xzo) = E[U(X)], le serfa indiferente vender el boleto de
loteria 0 aceptar la ganancia aleatoria de X.

Ejemplo 4: Funcién de utilidad cuadrdtica. Supéngase que U(z) = z? para z > 0
y supbngase que la persona tiene un boleto de loteria con el cual ganard 36 délares
con probabilidad 1/4 6 0 délares con probabilidad 3/4. ;Por cuintos dblares zo estaria
dispuesto a vender su boleto de loteria?
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La utilidad espefada de la ganancia proporcionada por el boleto de loteria es

E[U(X)] = 2U@36) + %U(O)

N N N N

(36)% + %(0) = 324.

~—

Por tanto, la persona seria capaz de vender su boleto de loteria por cualquier cantidad zo
tal que U(zo) = z2 > 324. Por tanto, zo > 18. En otras palabras, aunque la ganancia
esperada del boleto de loteria en este ejemplo es dnicamente 9 délares, la persona no
venderfa su boleto por menos de 18 d6lares. <

-Ejemplo S: Funcién de utilidad rafz cuadrada. Supbngase ahora que U (z) = z'/2 para
z > 0 y considérese de nuevo el boleto de loteria descrito en el ejemplo 4. La utilidad
esperada de la ganancia proporcionada por el boleto de loteria en este caso es

E[U(X)] = iU(36) + Z-U(O)
1 3
- Z(G) + Z(O) = l.'5.

Por tanto, la persona estaria dispuesta a vender el boleto de loteria por cualquier cantidad
zo tal que U(zo) = :cfl,/ > > 1.5. Entonces, zo > 2.25. En otras palabras, aunque la
ganancia esperada del boleto de loteria en este ejemplo es 9 délares, la persona estaria
dispuesta a vender el boleto por una cantidad tan pequefia como 2.25 d6lares. <«

EJERCICIOS

1. Considérense tres juegos X, Y y Z para los que las distribuciones de probabilidad
de las ganancias son las siguientes:

Pr(X =5) = Pr(X = 25) =1/2,

Pr(Y =10) = Pr(¥Y = 20) = 1/2,
Pr(Z =15) = 1.

Supéngase que la funcién de utilidad de una persona tiene la forma U(z) = z? para
z > 0. ;Cuéll de los tres juegos preferiria?

2. Determinese cual de los tres juegos del ejercicio 1 seria preferido por una perscna
cuya funcién de utilidad es U(z) = z/2 para z > 0.
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3.

Determinese cudl de los tres juegos del ejercicio 1 seria preferido por una persona
cuya funcién de utilidad tiene la forma U(z) = az + b, donde @ y b son constantes
(a > 0).

Considérese una funcién de utilidad U para la que U(0) = 0 y U(100) = 1.
Supdngase que a una persona que tiene esta funcién de utilidad se muestra indi-
ferente entre aceptar un juego cuya ganancia serd 0 délares con probabilidad 1/3 6
100 dolares con probabilidad 2/3 y aceptar 50 délares seguros. ;Cudl es el valor de
U (50)?

. Considérese una funci6n de utilidad U paralaque U(0) = 5, U(1) = 8 y U(2) = 10.

Supdngase que una persona que tiene esta funcidén de utilidad se muestra indiferente
entre dos juegos X e Y para los cuales las distribuciones de probabilidad de las
ganancias son como sigue:

Pr(X = —1) = 0.6, Pr(X =0)=0.2, Pr(X =2)=0.2,

Pr(Y =0)=0.9, Pr(Y =1)=0.1.

(Cuél es el valor de U(—1)?

Supéngase que una persona debe aceptar un juego X con la forma siguiente:

Pr(X=d)=p y Pr(NX=1-a)=1-p,

donde p es un nimero tal que 0 < p < 1. Supdngase también que la persona puede
elegir y fijar el valor de «(0 < a < 1) utilizado en este juego. Determinese el valor
de a que la persona elegiria si su funcién de utilidad es U(2) = log = para =z > 0.

. Determinese el valor de « que una persona elegiria en el ejercicio 6 si su funcién de

utilidad es U(z) = 21/? para 2 > 0.

. Determinese el valor de a que una persona elegiria en el ejercicio 6 si su funcién de

utilidad es U(z) = 2 para 2 > 0.

Considérense cuatro juegos X, X2, N3 y X4 para los que las distribuciones de
probabilidad de las ganancias son como sigue:

Pr(X;=0)=0.2, Pr(X;=1)=05 Pr(X;=2)=0.3,
Pr(X,=0)=04, Pr(Xo=1)=02,  Pr(X,=2)=04,
Pr(Xs=0)=0.3, Pr(Xs=1) =03 Pr(Xs=2)=04,

Pr(Xa = 0) = Pr(X4 = 2) = 0.5.

Supéngase que la funcidn de utilidad de una persona es tal que prefiere X, a X,. Si
la persona se viera obligada a aceptar X3 o X4, ¢cudl elegiria?
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10. Supdngase que una persona tiene un capital A > 0 y puede apostar cualquier cantidad
b de su capital en cierto juego (0 < & < A4). Si gana la apuesta, entonces su
capital se convierte en A + b; si pierde la apuesta, su capital entonces se reduce a
A — b. En general, sea X su capital después de ganar o perder. Supbéngase que la
probabilidad de que gane es p (0 < p < 1) y la probabilidad de que pierda es 1 — p.
Supdngase también que su funcién de utilidad, como funcién de su capital final z,
es U(z) = log = para z > 0. Si la persona desea apostar una cantidad b para la cual
la utilidad esperada de su capital EJU(X)] sea un miximo, ;qué cantidad b deber4
apostar?

11. Determinese la cantidad b que la persona deberia apostar en el ejercicio 10 si su
funcién de utilidad es U(z) = z1/2 para z > 0.

12. Determinese la cantidad b que la persona deberia apostar en el ejercicio 10 si su
funcién de utilidad es U(2) = z para 2 > 0.

13. Determinese la cantidad b que la persona deberia apostar en el ejercicio 10 si su
funcién de utilidad es U(x) = 22 para z > 0.

14. Supbngase que una persona tiene un boleto de loteria con el que espera ganar X
délares, donde X tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 4). Sup6éngase
también que la funcién de utilidad de la persona es U/ () = 2 para z < 0, donde «
es una constante positiva dada. ;Por cudntos dblares xo estaria dispuesta la persona
a vender este boleto de loteria?

4.10 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

1. Supé6ngase que la variable aleatoria X tiene una distribucién continua con f.d. F(z).
Supéngase también que Pr(XY > 0) = 1 y que existe £(.X). Demuéstrese que

E(X) = /Ooo [1— F(x)] da.

Sugerencia: Se puede utilizar el hecho de que si existe £(X), entonces

lim z[1 - F(2)] = 0.
r—+ 00

2. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 1, pero supdngase ahora que X
tiene una distribucién discreta con f.d. F'(2) en vez de una distribucién continua.
Demuéstrese que la conclusién del ejercicio 1 sigue siendo vilida.

3. Supbngase que X, Y y Z son variables aleatorias no negativas tales que Pr(X +Y +
+7Z < 1.3) = 1. Demuéstrese que .\\', ¥ y Z no pueden tener una distribucién con-
junta respecto a la cual cada una de sus distribuciones marginales sea una distribucién
uniforme sobre el intervalo (0, 1).
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4.

10.

11.

Supéngase que la variable aleatoria X tiene media u y varianza 0? y que Y = a X +b.
Determinense los valores de a y b para los que E(Y) =0y Var(Y) = 1.

Determinese la esperanza del rango de una muestra aleatoria de tamafio n de una
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1).

Supéngase que un comerciante de automdviles paga una cantidad X (en miles de
délares) por un coche usado y lo vende entonces por una cantidad Y. Supdngase
que las variables aleatorias X e Y tienen la f.d.p. conjunta siguiente:

1
Flz,y) = '-3—6-.1, para 0<z<y<86,

0 en otro caso.
Determinese la esperanza de la ganancia esperada de la venta del comerciante.

Supdéngase que X,,...,.X, constituyen una muestra aleatoria de tamaiio n de una
distribucién continua con la f.d.p. siguiente:

Flz) = Q'c para 0 <2z <1,
en otro caso.

Sea Y,, =max{X\,...,X,}. Calcilese E(Y,).

. Si m es una mediana de la distribucién de X y si Y = »(X) es una funcién

no decreciente 0 no creciente de X, demuéstrese que r(m) es una mediana de la
distribucién de Y.

Supdngase que X'y, ..., X, son variables aleatorias i.i.d., cada una de las cuales tiene
una distribucién continua con mediana m. Sea Y, =max{X,,..., X, }. Determinese
el valor de Pr(Y, > m).

Supdngase que una persona va a vender refrescos en partido de fitbol y ha de decidir
por adelantado cuantos refrescos debe pedir. Supdngase que la demanda del refresco
en el juego, en litros, tiene una distribucién continua con f.d.p. f(z). Supbngase que
la persona tiene una ganancia de g centavos por cada litro que vende en el partido y
una pérdida de ¢ centavos por cada litro que queda sin vender. ;Cudl es la cantidad
6ptima de refresco que debe pedir para que se maximice la ganancia neta esperada?

Supéngase que el nimero de horas .X que funcionard una maquina antes de fallar tiene
una distribucién continua con f.d.p. f(z). Supéngase que en el momento en que la
maquina empieza a funcionar debe decidirse cuando se regresard para inspeccionarla.
Si se vuelve antes de que la miquina haya fallado, se ocasionari un costo de b délares
por haber desperdiciado una inspeccidn. Si vuelve después de que la miquina haya
fallado, se ocasionard un costo de ¢ dblares por cada hora que la maquina no haya
funcionado después de fallar. ;Cudl es el nimero éptimo de horas a esperar antes
de regresar a la inspeccidn para minimizar el costo esperado?
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Supéngase que X e Y son variables aleatorias para las que E(X) = 3, E(Y) = 1,
Var(X) =4y Var(Y) = 9. Sea Z = 5X — Y + 15. Determinense E(Z) y Var(Z)
en cada una de las condiciones siguientes: (a) .\ e Y son independientes; (b) X e
Y son no correlacionadas; (c) la correlaciéon de X e Y es 0.25.

Supéngase que Xo, X1,..., X, son variables aleatorias independientes y que todas
tienen la misma varianza ¢°. SeaY; = X; — X;_,paraj=1,...,nyseaY, =
= 3.7, Y;. Determinese el valor de Var(Y,).

Supéngase que Xi,...,X, son variables aleatorias para las que Var(X;) tiene el
mismo valor ¢2 parai=1,...,n y p(X;, X;) tiene el mismo valor p para todo par
de valores i y j tal que 7 # j. Demuéstrese que p > —(n — 1)~ 1,

Supéngase que la distribucién conjunta de X e Y es una distribucién uniforme sobre
un circulo en el plano zy. Determinese la correlacién de X e Y.

Supdngase que n cartas se introducen aleatoriamente en n sobres, como en el pro-
blema de coincidencias descrito en la seccién 1.10. Determinese la varianza del
nimero de cartas que se introducen en los sobres correctos.

Supéngase que la variable aleatoria X' tiene media p y varianza ¢>. Demuéstrese
que el tercer momento central de X se puede expresar como E(X?3) — 3uc? — puB.

Supbngase que .Y es una variable aleatoria con f.g.m. v¥(t), media u y varianza o2;
y sea ¢(t) = log[¥(t)]. Demuéstrese que ¢/(0) = pu y ¢"(0) = o>.

Supéngase que X e Y tienen una distribucién conjunta con medias ux y py, desvia-
ciones tipicas o x y oy, y correlacién p. Demuéstrese que si £ (Y |.X) es una funcién
lineal de X, entonces

gy ;
E(Y|X) = py + p—(X — pix).

oXx
Supbngase que X e Y son variables aleatorias tales que F(Y|X)=7—(1/4)X y
E(X|Y) = 10— Y. Determinese la correlacién de X e Y.

Supdngase que un palo que tiene una longitud de 3 pies se rompe en dos partes y
que el punto por el que se rompe se elige de acuerdo con la f.d.p. f(x). ;Cuél es la

" correlacién entre la longitud de la pieza mas grande y 1a longitud de 1a més pequeiia?

Supéngase que X e Y tienen una distribucién conjunta con correlacién p > 1/2 y
que Var(.X) = Var(Y) = 1. Demiiestrese que b = —(2p)~! es el dnico valor de b
tal que la correlaciéon de X" y X + 0} es también p.

Supéngase que cuatro fincas A, B,C y D se encuentran situadas a lo largo de una
avenida en los puntos 0,1,3 y 5, como se muestra en la siguiente figura. Supbngase
también que el 10% de los empleados de cierta empresa vive en la finca A, el 20%
vive en B, el 30% vive en C y el 40% vive en D.

(a) (Doénde deberia construir la empresa sus nuevas oficinas para minimizar la dis-
tancia total que deben viajar sus empleados?
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(b) ;Dénde deberia construir 1a empresa sus nuevas oficinas para minimizar la suma
de las distancias al cuadrado que deben viajar sus empleados?

. Supéngase que X e Y tienen la f.d.p. conjunta siguiente:

_[8zy para O0<y<z<l,
f(z,y) = 0 en otro caso.

Supéngase también que el valor observado de X es 0.2.
(a) ;Qué predicci6én de Y tiene el menor E.C.M.?
(b) ;Qué prediccién de Y tiene el menor E.AM.?

Para cualesquiera variables aleatorias X, Y y Z, sea Cov(X,Y|z) la covarianza de
X e Y en su distribucion conjunta condicional dado Z = z. Demuéstrese que

Cov(X,Y) = E[Cov(X,Y|Z)]+ Cov[E(X|Z),E(Y|Z)].

Supéngase que X es una variable aleatoria tal que existe E(X*) y Pr(X > 0) = 1.
Demuéstrese que para k > 0yt > 0,

Pr(X >t) < L)fk)

Supéngase que la funcién de utilidad de una persona es U(x) = z? para ¢z >
> 0. Demiestrese que la persona preferird siempre un juego en el que obtendri
una ganancia aleatoria de X dOlares antes que recibir la cantidad £'(X) con certeza,
donde Pr(X > 0) =1y E(X) < oo.

Una persona recibe m délares, los cuales debe distribuir entre un suceso A y su
complementario A°. Supéngase que asigna a d6lares a A y m — a délares a A¢. La
ganancia de la persona se determina entonces como sigue: Si ocurre A, su ganancia
es g a; si ocurre A€, su ganancia es go(m — a). Siendo g; y g2 constantes positivas.
Supéngase también que Pr(A) = p y que la funcién de utilidad de esa persona es
U(z) = logz para z > 0. Determinese la cantidad a que maximizar4 la utilidad
esperada de la persona y demuestrese que esta cantidad no depende de los valores

de g1y gz.




Distribuciones
especiales

5.1 INTRODUCCION

En este capitulo se definen y exponen varias distribuciones especiales que son muy uti-
lizadas en aplicaciones de probabilidad y estadistica. Las distribuciones que se presentarin
aquf incluyen distribuciones discretas y continuas de tipo univariante, bivariante y mul-
tivariante. Las distribuciones discretas univariantes son la binomial, de Bernoulli, hiper-
geométrica, de Poisson, binomial negativa y geométrica. Las distribuciones continuas
univariantes son la normal, gamma, exponencial y beta. Otras distribuciones continuas
univariantes (introducidas en los ejercicios) son la lognormal, de Weibull y de Pareto.
También se exponen la distribucién discreta multivariante denominada distribucién multi-
" nomial y la distribucién continua bivariante denominada distribucién normal bivariante.
Se describird brevemente como cada una de estas distribuciones aparecen en pro-
blemas aplicados y se demostrard porque cada una podria ser un modelo de probabilidad
apropiado para algunos experimentos. Para cada distribucion se presentard la f.p. o la
f.d.p. y se expondran algunas de las propiedades basicas de la distribucion.

5.2 DISTRIBUCIONES DE BERNOULL! Y BINOMIAL

Distribucion de Bernoulli

Un experimento de un tipo particularmente sencillo es aquel en el que hay solamente dos
resultados posibles, tales como cara y cruz, éxito o fracaso, defectuoso o no defectuoso.

231
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Es conveniente designar los dos resultados posibles de dicho experimento como 0 y 1.
La siguiente definicién se puede aplicar entonces a cualquier experimento de este tipo.

Se dice que una variable aleatoria .\' tiene una distribucién de Bernoulli con pard-
metro p (0 < p < 1) si .\ puede tomar inicamente los valores 0 y 1 y las probabilidades
son

Pr(X=1)=p y Pr(X=0)=1-p. (1)

Si se define ¢ = 1 — p, entonces la f.p. de X' se puede escribir como sigue:

xr l1—=r
—JdPq para x = 0,1, 5
f(zlp) { 0 en otro caso. ¢ )

Para verificar que esta f.p. f(2|p) realmente representa la distribucién de Bernoulli
dada por las probabilidades (1), simplemente es necesario observar que f(llp) = py
F(Olp) = q.

Si X tiene una distribucién de Bernoulli con parimetro p, entonces, como se dedujo
al final de la seccién 4.3,

EX)=1-p+0-q=p,

9 3
E(X?)=12.p+0%.q=p, ©
Var(X) = E(X?) - [E(X)]) = pq. @)
Ademis, la f.g.m. de X es
Y(t) = E(e‘x) =pet 4+ ¢ para — oo < 1 < 0. (5)

Pruebas de Bernoulli

Si las variables aleatorias en una sucesién infinita X, Xa,... son i.i.d. y si cada variable
aleatoria .X; tiene una distribucién de Bernoulli con pardmetro p, entonces se dice que las
variables aleatorias X1, X2, ... constituyen una sucesion infinita de pruebas de Bernoulli
con pardametro p. Analogamente, si n variables aleatorias X,,...,X,, son i.i.d. y cada
una tiene una distribucién de Bernoulli con pardmetro p, entonces se dice que las variables
Xi,...,Xn constituyen n pruebas de Bernoulli con pardmetro p.

Por ejemplo, supéngase que se lanza repetidas veces una moneda equilibrada. Sea
X; = 1 si se obtiene una cara en el i-ésimo lanzamiento y sea .X; = 0 si se obtiene una
cruz (7 = 1,2,...). Entonces las variables aleatorias .X';, X, ... constituyen una sucesién
infinita de pruebas de Bernoulli con parametro p = 1/2. Anilogamente, sup6ngase que el
10% de los articulos fabricados por cierta maquina son defectuosos y que n articulos son
seleccionados al azar e inspeccionados. En este caso, sea X; = 1 si el 7z-€simo articulo
es defectuoso y sea \'; = 0 si es no defectuoso (¢ = 1,....,n). Entonces las variables
aleatorias X;,..., X, constituyen n pruebas de Bernoulli con pardmetro p = 1/10.



5.2 Distribuciones de Bernoulii y binomial 233

Distribucion binomial

Como se expuso en la seccién 3.1, una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial
con pardmetros n'y p si X tiene una distribucién discreta cuya f.p. es la siguiente:

n '
pT¢" "% para £=0,1,2,...,n,
f(zln,p) = (J’ ©oP 6)

0 en otro caso.
En esta distribucién, n debe ser un entero positivo y p debe pertenecer al intervalo cerrado
0<p<1.

La distribucién binomial tiene una importancia fundamental en probabilidad y es-
tadfstica debido al siguiente resultado, que fue deducido en la seccién 3.1: Supéngase
que el resultado de un experimento puede ser éxito o fracaso, que el experimento se rea-
liza independientemente n veces y que la probabilidad de éxito en cualquier realizacién
es p. Si X denota el nimero total de éxitos en las n realizaciones, entonces X tiene
una distribucién binomial con parimetros n y p. Este resultado se puede enunciar como
sigue:

Si las variables aleatorias X, ..., X, constituyen n pruebas de Bernoulli con
parametro p y si X = X; + ---+ X,,, entonces X tiene una distribuciéon binomial
con pardmetros 1y p.

Cuando X se representa como la suma de n pruebas de Bernoulli de esta forma, se
pueden deducir ficilmente los valores de la media, la varianza y la f.g.m. de X. Estos
valores, que se obtuvieron previamente en las secciones 4.2, 4.3 y 4.4, son

E(X) =Y E(X:)=np, | 0!
i=1
Var(X') = Z Var(X;) = npg, o (8)
i=1
y
P(t) = E(eX) =[] E(e'X) = (pe' + g)™. )

i=1
Una tabla presentada al f{inal de este libro proporciona probablhdades de la dis-
tribucién binomial para distintos valores de n y p.
Se utilizara ahora la f.g.m. de la ecuacién (9) para enunciar la siguiente extensidn
sencilla de un resultado que se dedujo en la seccién 4.4.

Si X1, ...,X son variables aleatorias independientes y si X; tiene una distribucién
binomial con pardmetros n; y p ({ = 1,...,k), entonces la suma X, + --- + X}, tiene
una distribucion binomial con parametros n = ny + ---+np y p.

Este resultado también se obtiene ficilmente si se representa cada .X; como la suma
de n; pruebas de Bernoulli con parametro p. Si n = ny +-- -4 n y si los n ensayos son
independientes, entonces la suma X + - - - + X serd simplemente la suma de n pruebas
de Bernoulli con pardmetro p. Por tanto, esta suma debe tener una distribucién binomial
con pardmetros n y p.
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EJERCICIOS

1.

Supdéngase que X es una variable aleatoria tal que E(X*) =1/3 parak = 1,2,....
Suponiendo que no puede haber mds de una distribucién con esta misma sucesién
de momentos, determinese la distribucién de X.

Supdéngase que una variable aleatoria X' puede tomar tnicamente los dos valores a
y b con las probabilidades siguientes:

Pr(X =a)=1p y Pr(XN =b)=g.
Exprésése la f.p. de X en una forma aniloga a la indicada en la ecuacién (2).

Supéngase que la probabilidad de que un cierto experimento tenga éxito es 0.4 y
sea X el nimero de éxitos que se obtienen en 15 realizaciones independientes del
experimento. Utilicese la tabla de la distribucién binomial presentada al final de este
libro para determinar el valor de Pr(6 < X < 9).

. Una moneda con probabilidad de cara 0.6 se lanza nueve veces. Utilicese la tabla de

la distribucién binomial presentada al final del libro para determinar la probabilidad
de obtener un nimero par de caras.

Tres hombres A, B y C disparan a un blanco. Supdéngase que A4 dispara tres veces y
la probabilidad de que dé¢ en el blanco en un disparo concreto es 1/8; que B dispara
cinco veces y la probabilidad de que dé en el blanco en un disparo concreto es 1/4;
y que C' dispara dos veces y la probabilidad de que dé en el blanco en un disparo
concreto es 1/2. ;Cudl es el nimero esperado de disparos que dardn en el blanco?

Con las condiciones del ejercicio 5, ;jcudl es la varianza del nimero de disparos que
darin en el blanco?

. Un cierto sistema electrénico contiene diez componentes. Supdngase que la proba-

bilidad de que un componente individual falle es 0.2 y que los componentes fallan
independientemente unos de otros. Dado que al menos uno de los componentes ha
fallado, ;cudl es la probabilidad de que fallen al menos dos de los componentes?

. Supbngase que las variables aleatorias X,,...,\,, constituyen n pruebas de Ber-

noulli con parametro p. Determinese la probabilidad condicional de X; = 1, dado
que

En:Xi =k (=1,....n).

=1

La probabilidad de que un nifo dado de cierta familia herede una determinada enfer-
medad es p. Si se sabe que al menos un nifio de una familia de » ninos ha heredado
la enfermedad, ;cudl es el nimero esperado de nifios de la familia que han heredado
la enfermedad?
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10. Para0<p<1l,g=1-pyn=213,..., determinese el valor de

ix(ﬂr - 1) (Z)p"’q”"‘

r=2

11. Si una variable aleatoria .X tiene una distribucién discreta cuya f.p es f(z), entonces
el valor de z para el que f(2) es mdxima se denomina moda de la distribucién. Si
este mismo méiximo f(z) se alcanza en mas de un valor de z, entonces todos estos
valores de z se denominan modas de la distribucién. Determinese 1a moda o modas
de la distribucién binomial con pardmetros n y p. Sugerencia. Estudiese el cociente

f(z+1|n,p)/ f(z|n, p).

5.3 DISTRIBUCION HIPERGEOMETRICA

Definicién de la distribucion hipergeométrica

Supéngase que una urna contiene A bolas rojas y B azules. Supdéngase también que se
seleccionan al azar sin reemplazamiento n bolas de la urna y sea X el niimero de bolas
rojas que se obtienen. Légicamente, el valor de X no puede exceder de n ni de A. Por
tanto, se debe verificar que X < min {n, A}. Andlogamente, puesto que el nimero de
bolas azules n — X que se obtienen no puede exceder de B, el valor de X debe ser al
menos n — B. Puesto que el valor de X no puede ser menor que 0, se debe verificar que
X > max{0,n — B}. Por tanto, el valor de X debe ser un entero en el intervalo

max{0,n — B} < z < min{n, A}. (1)

Sea f(z|A, B,n) la f.p. de X. Entonces, para cualquier entero z en el intervalo (1),
la probabilidad de obtener exactamente z bolas rojas, como se explic6 en el ejemplo 3 de
la seccién 1.8, es

A B
f(z|A, B,n) = (l> (n — a:)

A+ B\ 2)
n

Ademis, f(z|A, B,n) = 0 para los restantes valores de z. Si una variable aleatoria X
tiene una distribucién discreta con esta f.p., entonces se dice que X tiene una distribucion
hipergeométrica con pardmetros A, B y n.
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Generalizacion de la definicion de coeficientes binomiales

Para simplificar 1a expresion de la f.p. de la distribucién hipergeométrica, es conveniente
generalizar la definicién de un coeficiente binomial presentada en la seccién 1.8. Para
cualesquiera enteros » y m, donde » < m, el coeficiente binomial () se definié como

r

m m!
(1’) T orl(m— ) ' )
Se puede ver que el valor de (') dado por la ecuacién (3) también se puede escribir de
la forma
m mm-—1)---(m—r+1
( ) _ m - ). 4)
r r:

Para cualquier nimero real m, que no es necesariamente un entero positivo, y para
cualquier entero positivo », el valor de la parte derecha de la ecuacién (4) es un nimero
bien definido. Por tanto, para cualquier nimero real m y cualquier entero positivo r, se
puede generalizar la definicién del coeficiente binomial (') definiendo su valor como el
dado por la ecuacién (4).

El valor del coeliciente binomial (') se puede obtener a partir de esta definicién
para cualesquiera enteros positivos » y m. Si » < m, el valor de (’,'_‘) estd dado por la
ecuacién (3). Si » > m, resulta que (') = 0. Por Gltimo, para cualquier nimero real m,
se define el valor de () como () = 1.

Cuando se utiliza esta definiciOn generalizada de un coeficiente binomial, se puede
ver que el valor de (2)(,Z.) es 0 para cualquier entero z tal que z > A o n — z > B.

12

Por tanto, se puede escribir la f.p. de una distribucién hipergeométrica con pardmetros A4,

B y n como sigue:
A B
€I n—2a

f(z|A,B,n) = (1 ¥ B)

para ;1,“'-:0,1,...,71, (5)

0 en otro ¢aso.

De la ecuacion (4) resulta entonces que f(x
el intervalo (1).

A, B,n) > 0si, y s6lo si, 2 es un entero en

Media y varianza de una distribucion hipergeométrica

Se continia suponiendo que se seleccionan al azar sin reemplazamiento n bolas de una
urna que contiene A bolas rojas y B bolas azules. Paraz =1,...,n,sea X; = 1 sila
1-ésima bola seleccionada es roja y sea X; = 0 si la 7-ésima bola seleccionada es azul.
Como se explicé en el ejemplo 2 de la seccién 4.2, se puede suponer que las n bolas
se seleccionan de la urna, ordenando primero todas las bolas de la urna aleatoriamente y
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seleccionando entonces las n primeras bolas de este ordenamiento. Se puede observar de
esta interpretacion que, para: = 1,...,n,

A . B
Pr(X,-—l)-A+B y PL(,X,_O)_.A+B-
Por tanto, para: =1,...,n,
A : AB
i) = Var(\;) = ————=-

Puesto que X = X; + -+ X,,, entonces, como se demostrd en el ejemplo 2 de la
seccién 4.2,

e . A
E(X)=3_ B(X)= g% | )
i=1 -

En otras palabras, la media de una distribucién hipergeométrica con pardmetros A4, B y
n es nA/(A+ B).
Ademais, por el teorema 5 de la seccién 4.6,

n
Var(X) = > Var(X;) +2) ) Cov(Xy, Xj). (8)
i=1 1<)
Debido a la simetria entre las variables X,,...,X,, cada término Cov(X;, X;) de

la dltima suma de la ecuacién (8) tendrd el mismo valor que Cov(X'y, X2). Puesto que
hay (%) términos en esta suma, de las ecuaciones (6) y (8), resulta que

nAB

Var(X) = m

+ n(n — 1)Cov(X1, X2). %

Si n = A+ B, entonces se debe verificar que X = A, porque todas las bolas de la
urna serdn seleccionadas sin reemplazamiento. Entonces, para n = A+ B, Var(X) = 0
y de la ecuacidn (9) resulta que '

AB
(A+ B2 (A+B-1)

COV(Xl, )\’2) =

De la ecuacién (9), por tanto

nAB A+ B —n
(A+B)? A+B-1

Var(X) = (10)
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Se utilizar4 la siguiente notacién: 7' = A + B como el nimero total de bolas de la
urna, p = A/T como la proporcién de bolas rojas y ¢ = 1 — p como la proporcién de
bolas azules. Entonces Var(.X') se puede reescribir como sigue:

Var(X) = n.qu —n

T—1 (11

Comparacién de métodos de muestreo

Es interesante comparar la varianza de la distribucién hipergeométrica dada por la ecua-
cién (11) con la varianza npq de la distribucién binomial. Si se seleccionan con reem-
plazamiento n bolas de la urna, entonces el nimero X de bolas rojas que se obtienen
tendré una distribucién binomial con varianza npq. El factor « = (T'— n)/(T — 1) de la
ecuacién (11) representa, por tanto, la reduccién en Var(X) causado por el muestreo sin
reemplazamiento de una poblacién finita.

Si n = 1, el valor de este factor a es 1, porque no hay distincién entre muestreo
con reemplazamiento y muestreo sin reemplazamiento cuando se selecciona una bola. Si
n = T, entonces (como se menciond previamente) « = 0 y Var(X) = 0. Para valores de
nentre 1 y T, el valor de o estard entre 0 y 1.

Para cualquier tamafo muestral fijo n, se puede observar que « — 1 cuando 7" — oo.
Este limite refleja el hecho de que cuando el tamaio de la poblacién T es muy grande
comparado con el tamafio muestral n, la diferencia entre el muestreo con reemplaza-
miento y el muestreo sin reemplazamiento es muy pequefia. En otras palabras, si el
tamafio muestral n representa una fraccion despreciable del total de la poblacién A + B,
entonces la distribucién hipergeométrica con pardmetros A, B y n serd aproximadamente
la distribucién binomial con parimetros n y p = A/(A + B).

EJERCICIOS

1. Supbéngase que una urna contiene cinco bolas rojas y diez azules. Si se seleccionan
- al azar sin reemplazamiento siete bolas, ;jcudl es la probabilidad de obtener al menos
tres bolas rojas?

2. Supéngase que se seleccionan al azar sin reemplazamiento siete bolas de una urna
que contiene cinco bolas rojas y diez azules. Si X denota la proporcién de bolas
rojas en la muestra, ;cudles son la media y la varianza de X?

3. Determinese el valor de (*/?).

4. Demuéstrese que para cualesquiera enteros positivos n y k,

—-n\ cfn+k—1
()= (")

5. Si una variable aleatoria X' tiene una distribucién hipergeométrica con parametros
A =8, B=20y n, ;para qué valor de n serd mixima Var(X)?
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6. Supdngase que se seleccionan al azar sin reemplazamiento n estudiantes de una clase
que contiene 7" estudiantes, de los- cuales A son chicos y T — A son chicas. Sea
X el nimero de chicos que se obtienen. ;Para qué tamafo muestral n serd maxima
Var(X)?

7. Supdéngase que X; y X9 son variables aleatorias independientes, que X; tiene una
- distribucién binomial con pardmetros n; y p y que X tiene una distribucién binomial
con pardmetros n2 y p, donde p es la misma para X; y X». Para cualquier valor fijo
de k(£ = 1,2,...,n1 4+ na), determinese la distribucién condicional de X; dado
que X; + X2 = k.

8. Supéngase que en un gran lote que contiene T articulos manufacturados, el 30%
de los articulos son defectuosos y el 70% son no defectuosos. También supdngase
que se seleccionan al azar sin reemplazamiento diez articulos del lote. Determinese
(a) una expresion exacta para la probabilidad de que no se obtendrd mids de un
articulo defectuoso y (b) una expresion aproximada para esta probabilidad basada en
la distribucién binomial.

9. Considérese un grupo de 7' personas y sean a,,...,ar las estaturas de estas T
personas. Supdngase que se seleccionan al azar sin reemplazamiento n personas de
este grupo y sea X la suma de las estaturas de estas n personas. Determinense la
media y la varianza de X.

5.4 DISTRIBUCION DE POISSON

Definicion y pi'opiedades de la distribucion de Poisson

Funcion de probabilidad. Sea .X una variable aleatoria con una distribucién discreta y
supéngase que el valor de X debe ser un entero no negativo. Se dice que X tiene una
distribucion de Poisson con media A (A > 0) si la f.p. de X es la siguiente:

e—/\/\J:

f(z]A) = z!

0 en otro caso.

para 2 =10,1,2,..., (1)

Esta claro que f(x|X) > 0 para cada valor de 2. Para verificar que la funcién f(z|))
definida por la ecuacién (1) satisface los requisitos de toda f.p., se debe demostrar que
> o2 o f(z|X) = 1. Se sabe de célculo elemental que para todo nimero real A,

Z *B_ (2)
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Por tanto,

> (=) =€ Zi— A =_1. | 3)

=0

Media y varianza. Se ha afirmado que la distribucién cuya f.p. estd dada porlaecuacién (1)
se denomina distribucién de Poisson con media A. Para justificar esta definicién, se debe
demostrar que A es, de hecho, la media de esta distribucién. La media E(X) estd dada
por la siguiente serie infinita:

oo

E(X) =) zf(z|)).

=0

Puesto que el término correspondiente a £ = 0 de esta serie es 0, se puede omitir y
empezar la suma con el término para z = 1, Por tanto,

o —)\/\ o0 —Azz-—1
E(X)= Z:cf(a:lz\) Ea:

z=1 =1

Si definimos ahora y = = — 1 en esta suma, se obtiene

oo _AA

EX)=2)_ %

y=0

Por la ecuacién (3), la suma de la serie de esta ecuacién es 1. Por tanto, E(X) = A.
La varianza de la distribucién de Poisson se puede determinar mediante una técnica
andloga a la que se acaba de describir. Se empezaré por considerar la siguiente esperanza:

EX(X-1]=) 2(x—1)f(z|A) =D x(z—1)f(x|))
z=0 r=2
—)\/\z —A,\z—2
_;x(a:—l) _’\22(3_2)1

Si se define y = x — 2, resulta que

oo —-A
EX(X -1)]=x> < y;\y = A2, (4)
y=0 )

Puesto que E[(X(X —1)] = E(X?) — E(X) = E(X?) — ), de la ecuacién (4) resulta
que E(X?2) = A% + ). Por tanto,
Var(X) = E(X?) - [E(X)] = A. (5)

Por tanto, para la distribucién de Poisson cuya f.p. estd definida por la ecuacién (1), se
ha establecido el hecho de que la media y la varianza son iguales a A.
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Funcién generatriz de momentos. Se determinaré ahora la f.g.m. ¢(t) de la distribucién
de Poisson cuya f.p. estd definida por la ecuacién (1). Para cualquier valor real de
t(—oo <t < o0) s -

z! zl

¥(t) = E(e’X) — Z M — e~ Z M.
z=0

x=0

De 1a ecuacién (2) resulta que, para —oo < t < o0,
P(t) = e rere’ = M), (6

La media y la varianza, asi como otros momentos, se pueden determinar de la f.g.m.
indicada en la ecuacién (6). No se obtendrén aqui los valores de otros momentos, pero
se utilizara la f.g.m. para obtener la siguiente propiedad de la distribucién de Poisson.

Teorema 1. Si las variables aleatorias X1, ..., X son independientes y si X; tiene
una distribucién de Poisson con media \; (i = 1,...,k), entonces la suma X+
+ - -- 4+ Xy tiene una distribucién de Poisson con media Ay + - -- + Ap.

Demostracién. Sea ;(t) la f.g.m. de X; para i = 1,...,k y sea ¢(t) la f.g.m. de la
suma X; + - - + X;. Puesto que Xy,..., X; son independientes, para —oco < t < o©
resulta que,

k k
¢(t) = Hl,b;(t) = Hc)"(e -1) _ e()\1+'-'+)\k)(e'-—1).
i=1 i=1

De la ecuacién (6) se puede observar que esta f.g.m. ¥(t) es la f.g.m. de una distribucién
de Poisson con media A; + --- 4+ Ag. Por tanto, la distribucién de X; + - - - + X debe
ser esa distribucién de Poisson. <«

Al final del libro se presenta una tabla de probabilidades de la distribucién de Poisson
para distintos valores de la media . ‘

Proceso de Poisson

La distribucién de Poisson a menudo servird como una distribucién de probabilidad apro-
piada para variables aleatorias tales como el nimero de llamadas telefénicas recibidas por
una central telefénica durante un periodo de tiempo fijo, el nimero de particulas atémicas
emitidas por una fuente radiactiva que golpean un cierto blanco durante un periodo de
tiempo fijo 0 el nimero de defectos en una longitud especifica de una cinta magnética
de grabacién. Cada una de estas variables aleatorias representa el nimero total X de
ocurrencias de un fenémeno durante un periodo de tiempo {ijo o en una regidn fija del
espacio. Se puede demostrar que si el proceso fisico que genera estas ocurrencias sa-
tisface tres condiciones matemadticas especificas, entonces la distribucién de X debe ser
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una distribuciéon de Poisson. Se presentard ahora una descripcién completa de las tres
condiciones que se necesitan. En la siguiente exposicién, supéngase que se observa el
nimero de ocurrencias de un fenémeno concreto durante un periodo de tiempo fijo.

La primera condicion es que el nimero de ocurrencias en dos intervalos cualesquiera
de tiempo disjuntos deben ser independientes entre si. Por ejemplo, aun cuando se reciba
un nimero muy grande de llamadas telefénicas en una central durante el intervalo concreto,
la probabilidad de que se reciba al menos una llamada durante un préximo intervalo
permanece inalterada. Andlogamente, -aun cuando no se han recibido llamadas en la
central durante un intervalo muy largo, la probabilidad de que se reciba una llamada
durante un préximo intervalo de tiempo més corto permanece inalterada.

La segunda condicién es que la probabilidad de una ocurrencia durante cualquier
intervalo de tiempo muy pequefio debe ser aproximadamente proporcional a la longitud
de ese intervalo. Para expresar esta condicién mds formalmente, se utilizard la notacién
matematica estdndar o(¢) que denota cualquier funcién de ¢ con la propiedad de que

im 28 = 0. 7

t—a

De acuerdo con (7), o(t) debe ser una funcién que se aproxima a 0 cuandot — 0 y
ademads, esta funcion debe aproximarse a 0 mds rdpido que t. Un ejemplo de dicha
funcién es o(t) = t“, donde a > 1. Se puede comprobar que esta funcién satisface (7).
La segunda condicién se puede expresar ahora como sigue: Existe una constante A > 0
tal que para cualquier intervalo de tiempo de longitud ¢, la probabilidad de al menos una
ocurrencia durante ese intervalo tiene la forma At + o(¢). Entonces, para cualquier valor
muy pequeio de {, la probabilidad de al menos una ocurrencia durante un intervalo de
longitud ¢ es igual a A{ mds una cantidad que tiene una magnitud de orden menor.

Una de las consecuencias de la segunda condicién es que el proceso observado debe
ser estacionario sobre el periodo de observacién completo; esto es, la probabilidad de
una ocurrencia debe ser la misma sobre el periodo completo. No puede haber intervalos
ocupados, durante los cuales se sabe de antemano que es probable que las ocurrencias
sean mds frecuentes, ni intervalos tranquilos, durante los cuales se sabe de antemano que
es probable que las ocurrencias sean menos frecuentes. Esta condicién se refleja en el
hecho de que la misma constante A expresa la probabilidad de una ocurrencia en cualquier
intervalo durante el periodo completo de observacidn.

La tercera condicion que se debe satisfacer es que la probabilidad de que haya dos o
mds ocurrencias en cualquier intervalo de tiempo muy pequeiio debe tener una magnitud
de menor orden que la probabilidad de que haya sélo una ocurrencia. En simbolos,
la probabilidad de dos 0 més ocurrencias en cualquier intervalo de longitud ¢ debe ser
o(t). Entonces, la probabilidad de dos o mds ocurrencias en cualquier intervalo muy
pequefio debe ser despreciable en comparacion con la probabilidad de una ocurrencia.
Claramente, de la segunda condicién resulta que la probabilidad de una ocurrencia en ese
mismo intervalo ser4 despreciable por si misma en comparacién con la probabilidad de
no ocurrencia.
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Si se verifican las tres condiciones anteriores, entonces se puede demostrar por los
métodos de ecuaciones diferenciales elementales que el proceso cumplird las dos propie-
dades siguientes: (1) El nimero de ocurrencias en cualquier intervalo de tiempo fijo de
longitud ¢ tendra una distribucién de Poisson cuya media es At. (2) Como se supuso
en la primera condici6n, los nimeros de ocurrencias en dos intervalos cualesquiera de
tiempo disjuntos serdn independientes. Un proceso para el que se satisfacen estas dos
propiedades se llama un proceso de Poisson. la constante positiva A es el nimero
esperado de ocurrencias por unidad de tiempo.

Ejemplo 1: Particulas radiactivas. Supdngase que particulas radiactivas dan en un cierto
blanco de acuerdo a un proceso de Poisson a una tasa promedio de 3 particulas por minuto.
Se determinari la probabilidad de que 10 o mas particulas den en el blanco en un periodo
de tiempo de 2 minutos.

En un proceso de Poisson, el nimero de particulas que dan en el blanco en cualquier
periodo particular de un minuto tiene una distribucién de Poisson con media A. Puesto que
el mimero esperado de choques en cualquier periodo de tiempo de 1 minuto es 3, resulta
que A = 3 en este ejemplo. Por tanto, el nimero de choques X en cualquier periodo de
2 minutos tendrd una distribucién de Poisson con media 6. Se puede determinar a partir
de 1la tabla presentada al final de este libro que Pr(XX > 10) = 0.0838. «

Aproximacion de Poisson a la distribucion binomial

Se demostrard ahora que cuando el valor de n es grande y el valor de p es cercano a 0,
la distribucién binomial con pardmetros n y p se puede aproximar por una distribucién
de Poisson con media np. Supéngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién
binomial con pardmetros n y p y sea Pr(XX = 2) = f(2|n,p) para cualquier valor dado
de 2. Entonces, por la ecuacion (6) de la seccién 5.2, para z = 1,2,...,n,

n(n-—1)---(n

2!

S 1
f(z|n,p) = ks )p”’(l —-p)"E.

Si definimos A = np, entonces f(x|n,p) se puede reescribir de la siguiente forma:

APfn -1 n—ur+1 A\" A\ F
ety = 25 2oL nm s (Y Ay ®
£ n n n n
Supéngase ahora que n — ~x y p — o< de forma que el valor del producto np

permanezca igual al valor fijo A a través de este proceso de limites. Puesto que los
valores de A y & permanecen fijos cuando n — o<, entonces

n—oo 11’ n n n

. - — 2o+ 1 A\ 7F
limZ-H l--°” Lt <1~—> = 1.
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Ademais, se sabe de célculo elemental que

A n
Iim (1 - —) =e . )
n—00 n

Por la ecuacion (8), resulta ahora que para cualquier entero positivo fijo z,

e~ AT

!

f(z|n,p) — (10)

Por dltimo, para z = 0,

f(aln,p) = (1~ p)" = (1 - i)" |

n

Por la ecuacién (9) resulta entonces, que la relacion (10) se verifica siempre para =z = 0.
De ahi que la relacién (10) se verilica para todo entero no negativo z.

La expresion de la derecha de la relacién (10) es la f.p. f(z|A) de la distribucién de
Poisson con media A. Por tanto, cuando n es grande y p esta cerca de 0, el valor de la
f.p. f(z|n,p) de la distribucién binomial se puede aproximar, para z = 0,1,..., por el
valor de la f.p. f(z|\) de la distribucién de Poisson para la que A = np.

Ejemplo 2: Aproximacion de una probabilidad. Supdngase que en una gran poblacion
la proporcién de personas que tienen una cierta enfermedad es 0.01. Se determinard la
probabilidad de que en un grupo aleatorio de 200 personas al menos cuatro tengan la
enfermedad.

En este ejemplo, se puede suponer que la distribucidn exacta del niimero de personas
que tienen la enfermedad entre las 200 personas del grupo aleatorio es una distribucién
binomial con pardmetros n = 200 y p = 0.01. Por tanto, esta distribucién se puede aproxi-
mar por una distribucién de Poisson cuya media es A = np = 2. Si X denota una variable
aleatoria que tiene esta distribucién de Poisson, entonces se puede encontrar en la tabla de
la distribucién de Poisson presentada al final de este libro que Pr(X > 4) = 0.1428.
Por tanto, la probabilidad de que al menos cuatro personas tengan la enfermedad es
aproximadamente 0.1428. <«

EJERCICIOS

1. Supdngase que en un [in de semana concreto el nimero de accidentes en un cierto
cruce tiene una distribucién de Poisson con media 0.7. ;Cudl es la probabilidad de
que haya al menos tres accidentes en el cruce durante el fin de semana?



10.

11.

12.

13.
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Supdngase que el nimero de defectos en un rollo de tela fabricado con un cierto
proceso tiene una distribucién de Poisson con media 0.4. Si se inspecciona una
muestra aleatoria de cinco rollos de tela, jcuél es la probabilidad de que el nimero
total dé defectos en los cinco rollos sea al menos 6?

Supéngase que en un cierto libro hay, en promedio, A erratas por pagina. ;Cudl es
la probabilidad de que no haya erratas en una péagina concreta?

Supdngase que un libro con n pédginas contiene, en promedio, A erratas por pagina.
{Cudl es la probabilidad de que al menos haya m pdginas que contengan méis de k
erratas?

Supbngase que un cierto tipo de cinta magnética contiene, en promedio, 3 defectos
por cada 1000 metros. ;Cudl es la probabilidad de que una cinta de 1200 metros de
longitud no contenga defectos?

Supdngase que, en promedio, en una cierta tienda se atienden 15 clientes por hora.
(Cudl es la probabilidad de que se atiendan més de 20 clientes en un periodo de 2
horas?

. Supdngase que X; y X2 son variables aleatorias independientes y que X’; tiene una

distribucién de Poisson con media A; (i = 1,2). Determinese para cualquier valor
entero de k, la distribucién condicional de X; dado que X; + X, = k.

. Supdngase que el nimero total de articulos fabricados por cierta miquina tiene una

distribuci6n de Poisson con media A; que todos los articulos se fabrican indepen-
dientemente unos de otros y que la probabilidad de que cualquier articulo concreto
fabricado por la miquina sea defectuoso es p. Determinese la distribucién marginal
del nimero de articulos defectuosos fabricados por la miquina.

Para el problema descrito en el ejercicio 8, sea X el nimero de articulos defec-
tuosos fabricados por la miquina y sea Y el nimero de articulos no defectuosos.
Demuéstrese que .X' e Y son variables aleatorias independientes.

La moda de una distribucién discreta fue definida en el ejercicio 11 de la seccién 5.2.
Determinese la moda o modas de la distribucién de Poisson con media A.

Supéngase que la proporcién de personas dalténicas en cierta poblacién es 0.005.
{Cudl es la probabilidad de que no haya més de una persona dalténica en un grupo-
de 600 personas seleccionadas aleatoriamente?

La probabilidad de trillizos en nacimientos humanos es aproximadamente de 0.001.
(Cudl es la probabilidad de que haya exactamente un conjunto de trillizos entre 700
nacimientos en un gran hospital?

Una linea aérea vende 200 boletos para un vuelo de un avién que tiene dnicamente
198 asientos porque, en promedio, el 1% de los clientes no aparecen en el momento
de salida. Determinese la probabilidad de que todos los que acuden a la hora de
salida de este vuelo tendrdn un asiento.
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5.5 DISTRIBUCION BINOMIAL NEGATIVA

Definicién de la distribucién binomial negativa

Supdngase que en una sucesién infinita de experimentos independientes, el resultado de
cada experimento debe ser un éxito o un fracaso. Supdngase, ademais, que la probabilidad
de éxito en cualquier experimento particular es p (0 < p < 1) y la probabilidad de fracaso
es ¢ = 1 — p. Entonces, estos experimentos constituyen una sucesién infinita de pruebas
de Bernoulli con pardmetro p. En esta seccién se estudiari la distribucién del nimero total
de fracasos que ocurrirdn antes de que se hayan obtenido exactamente r éxitos, donde r
es un entero positivo fijo. .

Paran = r,r+1,..., se define A, como el suceso de que el nimero total de pruebas
requeridas para obtener exactamente r éxitos sea n. Como se explicé en el ejemplo 7 de
la seccién 1.11, el suceso A, ocurriri si, y s6lo si, ocurren exactamente r — 1 éxitos entre
las primeras n — 1 pruebas y el r-ésimo éxito se obtiene en la n-ésima prueba. Puesto
que todas las pruebas son independientes, resulta que

Pr(4n) = (:__ Dp”'lq(”'”‘("” p= (:_ Dp'q""”- (1)

Para cualquier valor de =z (z = 0,1,2,...), el suceso de obtener exactamente z
fracasos antes de obtener el r-ésimo éxito es equivalente al suceso de que el nimero
total de pruebas requeridas para obtener r éxitos es r + z. En otras palabras, si X
denota el nimero de fracasos que ocurririn antes de obtener el r-ésimo éxito, entonces
Pr(X = z) = Pr(Ar4+:). Si se denota Pr(X = z) por f(z|r,p), de la ecuacién (1)
resulta que

r+z—1 -
e ara z=0,1,2,...,
f(=z|r,p) = { ( @ )p ¢ paa s @)

0 en otro caso.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién binomial negativa con
pardmetros vy p (r =1,2,...,, 0 < p < 1) si X tiene una distribucién discreta cuya f.p.
f(z|r,p) es la que se especifica en la ecuacién (2).

Utilizando la definicién de coeficientes binomiales dada en la ecuacién (4) de la
seccién 5.3, la funcién f(z|r,p) se puede considerar como la f.p. de una distribucién
discreta para cualquier nimero » > 0 (no necesariamente un entero) y cualquier nimero
p en el intervalo 0 < p < 1. En otras palabras, se puede comprobar que parar > 0y
O<p<l,

- X

z=0
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En esta seccién, sin embargo, se restringe la atencién a las distribuciones binomiales
negativas cuyo pardmetro r €s un entero positivo.

De los resultados presentados en el ejercicio 4 al final de la seccién 5.3, se deduce
que la f.p. de la distribucién binomial negativa se puede escribir de la siguiente forma
alternativa:

e Y _ ,
f(xlr"p): { (x)p( Q) para z=0,1,2,..., 4)

0 en otro caso.

Distribucién geomeétrica

Una distribucién binomial negativa para la cual » = 1 es llamada una distribucién geo-
métrica. En otras palabras, se dice que la variable aleatoria X tiene una distribucién
geométrica con pardmetro p (0 < p < 1) si X tiene una distribucién discreta cuya f.p.
f(z, 1|p) es la siguiente:

1 _ pg® para z=0,1,2,..., ,
f(=l1,p) {0 en otro caso. )

Considérese de nuevo una sucesién infinita de pruebas de Bernoulli en donde el
resultado de cualquier prueba es un éxito o fracaso y la probabilidad de éxito en cualquier
prueba es p. Si se define X; como el nimero de fracasos que ocurren antes de obtener
el primer éxito, entonces X; tendrd una distribucién geométrica con parametro p.

En general, para j = 2,3, ..., se define X; como el nimero de fracasos que ocurren
después de haber obtenido j — 1 éxitos, pero antes de obtener el j-ésimo éxito. Puesto que
todas las pruebas son independientes y la probabilidad de obtener un éxito en cualquier
prueba concreta es p, resulta que cada variable aleatoria X; tendr& una distribucién geo-
métrica con pardmetro p y que las variables aleatorias X, X5, ... serdn independientes.
Ademais, para r = 1,2,..., lasuma X, + - --+ X, seré igual al nimero total de fracasos
que ocurren antes de haber obtenido exactamente r éxitos. Por tanto, esta suma tendrd
una distribucién binomial negativa con pardmetros » y p. Asi se ha obtenido el siguiente
resultado:

Si X,,...,X, son variables aleatorias i.id. y si cada X; tiene una distribucién
geometrzca con pardmetro p, entonces la suma X, +-o+ X, tiene una distribucién
binomial negativa con parémetros r y p.

Otras propiedades de las distribuciones binomial negativa y geométrica

Funcién generatriz de momentos. Si X tiene una distribucién geométrica con parimetro
p, entonces la f.g.m. () es la siguiente:

Di(t) = E(e™) =p > (ge")*. (6)
r=0
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La serie infinita de la ecuacién (6) tendra un valor finito para cualquier valor de ¢ tal que
0 < ge* < 1, esto es, para t < log(1/q). Por cilculo elemental se sabe que para cualquier
nimero « (0 < a < 1), '

N 1
;ar: 1—a

Por tanto, para t < log(1/q),

p

-¢1(t) = T .

)

Del teorema 3 de la seccién 4.4 se sabe que si las variables aleatorias X;,..., X,
son i.i.d. y si la f.g.m. de cada una de ellas es ;(¢), entonces la f.g.m. de la suma
X1+ -+ X, es [¢1(t)]". Puesto que la distribucién de la suma X; + --- + X, es
una distribuci6én binomial negativa con pardmetros r y p, se ha establecido el siguiente
resultado:

Si X tiene una distribucién binomial negativa con pardmetros r y p, entonces la
f.g.m. de X es la siguiente:

r 1
P(t) = (1 -—pqe‘) parat < log (;1—> . ) (8)

Media y varianza. Si X, tiene una distribucién geométrica con pardmetro p, entonces la
media y la varianza de X; se pueden determinar derivando !a f.g.m. de la ecuacién (6).
Los resultados son los siguientes:

E(Xy) = ¢4(0) = f; ©)

Var(X;) = $}(0) — [¢}(0))° = pi (10)

Supéngase ahora que X tiene una distribucién binomial negativa con parametros » y
p- Si X se representa como la suma X; +- - -+.X, de r variables aleatorias independientes,
cada una con la misma distribucién que .X;, de las ecuaciones (9) y (10) se deduce que
la media y la varianza de X deben ser

rg rq

E(X)=— y Var(X) = —- (11)
. p p
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La propiedad de falta de memoria de la distribucién geométrica. Se continuari con-
siderando una sucesién infinita de pruebas de Bernoulli donde: el resultado de cualquier
prueba es un éxito o fracaso y la probabilidad de éxito en cualquier prueba es p. En-
tonces, la distribucién del nimero de fracasos que ocurrirdn antes de que ocurra el primer
éxito es una distribucién geométrica con pardmetro p. Supdngase ahora que ocurre un
fracaso en cada una de las 20 primeras pruebas. Entonces, puesto que todas las pruebas
son independientes, la distribucién de los nuevos fracasos que ocurrirdn antes de obtener
el primer éxito serd también una distribucién geométrica con pardmetro p. De hecho, el
proceso empieza de nuevo con la prueba vigésima primera y la larga sucesién de fracasos
obtenidos en las primeras 20 pruebas no influyen en los resultados futuros del proceso.
Esta propiedad usualmente se llama propiedad de falta de memoria de la distribucién
geométrica.

Al inicio del experimento, el nimero esperado de fracasos que ocurrirdn antes de
obtener el primer éxito es ¢/p, como se indicé en la ecuacién (9). Si se sabe que
las primeras 20 pruebas fueron fracasos, entonces el nimero total esperado de fracasos
antes del primer éxito es simplemente 20 + (¢/p). Desde el punto de vista puramente
matematico, la propiedad de falta de memoria se puede establecer como sigue:

Si X tiene una distribuciéon geométrica con parametro p, entonces para crvalesquiera
enteros no negativos k y t,

Pr(X = k+t|X > &) = Pr(X =1t). (12)
Se podria dar una demostracién matematica sencilla de la ecuacién (12) utilizando

la f.p. f(2|1.p) dada por la ecuacidn (5). Esta demostracion es el ejercicio 7 al final de
esta seccion.

EJERCICIOS

1. Supdéngase que se realiza una sucesién de lanzamientos independientes con una mo-
neda para la cual la probabilidad de obtener una cara en cualquiera de los lanzamien-
tos es 1/30.

(a) ;Cual es el nimero esperado de cruces que se obtendran antes de que se hayan
obtenido cinco caras?

(b) ;(Cudl es la varianza del ndmero de cruces que se obtendrdn antes de que se
hayan obtenido cinco caras?
2. Considérese la sucesion de lanzamientos de la moneda descrita en el gjercicio 1.

(a) ;/Cudl es el nimero esperado de lanzamientos que se necesitardn para obtener
cinco caras?

(b) ¢Cudl es la varianza del nimero de lanzamientos que se necesitardn para obtener
cinco caras?
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. Supdngase que dos jugadores A y B estédn tratando de lanzar una pelota a través de

un aro. La probabilidad de que el jugador A tenga éxito en cualquier lanzamiento
es p y realiza sucesivos lanzamientos hasta obtener r éxitos. La probabilidad de que
el jugador B tenga éxito en cualquier lanzamiento es mp, donde m es un entero

(m = 2,3,...) tal que mp < 1 y realiza sucesivos lanzamientos hasta obtener mr
éxitos.

(a) ¢Para qué jugador es menor el nimero esperado de lanzamientos?
(b) ;Para qué jugador es menor la varianza del nimero de lanzamientos?

. Supéngase que las variables aleatorias X;,..., X son independientes y que X;

tiene una distribucién binomial negativa con pardmetros r; y p (i = 1,...,k).
Demuéstrese que la suma X; + --- + X tiene una distribucién binomial negativa
con pardmetros r == ry + -+ g Y p.

. Supbngase que X tiene una distribucién geométrica con parimetro p. Determinese

la probabilidad de que el valor de X sea uno de los enteros pares 0,2,4,....

Supdngase que X tiene una distribucién geométrica con parimetro p. Demuéstrese
que para cualquier entero no negativo k, Pr(X > k) = ¢*.

. Demuéstrese 1a ecuacién (12).

8. Supdngase que un sistema electrénico contiene n componentes que funcionan inde-

pendientemente unos de otros y supéngase que estos componentes estian conectados
en serie, como se defini6 en el ejercicio 4 de la seccién 3.7. Supdngase también
que cada componente funcionaré bien durante un cierto nimero de periodos y luego
fallard. Por ultimo, supdngase que para : = 1,...,n, el nimero de periodos en
que funcionard bien el componente : €s una variable aleatoria discreta que tiene una
distribucién geométrica con pardmetro p;. Determinese la distribucién del nimero
de periodos en que el sistema funciona bien.

. Sea f(z|r,p) la f.p. de la distribucién binomial negativa con pardmetros r» y p, y

sea f(x|\) la f.p. de la distribucién de Poisson con media A, como se defini6 en la
ecuacioén (1) de la secciébn 5.4. Supéngase que r — oo y ¢ — 0 de forma que el
valor de rq permanece constante y es igual a A durante el proceso. Demuéstrese que
para cada entero fijo no negativo z,

f(z|r,p) — f(z[A).
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5.6 DISTRIBUCION NORMAL

Importancia de la distribucidon normal

La distribucién normal, que se define y explica en esta seccién es, con mucho, la dis-
tribucién de probabilidad mas importante en estadistica. Existen tres razones principales
para la singular importancia de la distribucién normal.

La primera razén estd directamente relacionada con las propiedades matemdticas de
la distribucién normal. En esta seccién y en otras posteriores se demostrard que si una
muestra aleatoria es seleccionada de una distribucién normal, entonces suelen obtenerse
explicitamente las distribuciones de varias funciones importantes de las observaciones
muestrales que ademas resultan tener una forma sencilla. Por tanto, desde un punto de
vista matematico resulta conveniente suponer que la distribucién de donde se extrae una
muestra aleatoria es una distribucién normal.

La segunda razén es que muchos cientificos han observado que las variables aleatorias
estudiadas en diversos experimentos fisicos frecuentemnte tienen distribuciones que son
aproximadamente normales. Por ejemplo, una distribucidén normal serd generalmente una
buena aproximacién a la distribucién de las estaturas o los pesos de los individuos de una
poblacién homogénea de personas, plantas de maiz; ratones y también a la distribucién de
la resistencia a la de tensién de piezas de acero fabricadas por un determinado proceso.

La tercera razén de la importancia de la distribucién normal es el teorema central
del limite, que se enunciard y demostrarid en la siguiente seccién. Si se selecciona una
muestra aleatoria grande de una distribucién, entonces, aunque esta distribucién no sea ni
siquiera aproximadamente normal, una consecuencia del teorema central del limite es que
muchas funciones importantes de observaciones muestrales tendrin distribuciones que son
aproximadamente normales. En particular, para una muestra aleatoria grande de cualquier
distribucién con varianza finita, la distribucién de la media muestral serd aproximadamente
normal. Se volvera sobre este tema en la siguiente seccidn.

Propiedades de la distribucion normal

Definiciéon de la distribuciéon. Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion
normal con media p y varianza o*(—oo < p < 0o, o > 0) si X tiene una distribucién
continua cuya f.d.p. f(z|u,o?) es la siguiente:

5 o1 1 fa2—p 2
f(wlp,a):mexl)[—g( . )] para — oo < T < 00. (1)

Se verificard ahora que la funcién no negativa definida en la ecuacién (1) es una
f.d.p. propia demostrando que

/w flz|p, o) dx = 1. (2)
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' Si se define y = (¢ — p)/o, entonces

o0 2 d o oo 1 ) 1 2 d
oo f(a:lﬂ,O' ) r = oo (27!')1/2 ekp —'iy y'

Se definira ahora

oo 1.
I :/ exp <—§y‘) dy. 3)

Entonces se debe demostrar que I = (2m)1/2,
De la ecuacién (3), resulta que

Porr= [ e (-3) ar [ oo (<) 4
_/ / e\p[—-—(J + 2)] dy dz.

‘Se cambiardn ahora las variables de esta integral de y y z a las coordenadas polares r y
6 definiendo y = r cos  y z = r sen 6. Entonces, puesto que y? + 22 = r2,

2% oo 1 o
2= / / exp (—77'“>rdr df = 2w.
o Jo 2

Por tanto, I = (27)'/2? y la correccién de la ecuacién (2) queda establecida.

Funcibén generatriz de momentos. En la definicién de la distribucién normal se afirmé
que los pardmetros p y o2 son la media y la varianza de la distribucién. Para justificar el
uso de estos términos, se debe verificar que i es realmente la media y o? es realmente la
varianza de la f.d.p. dada por la ecuacién (1). Se obtendrd primero la f.g.m. #(¢) de esta
distribucién normal.

Utilizando 1a definicién de una f.g.m.

c o 1 : (z — p)?
tX
— —_ —— ——exD |ty — .
Y(t) = E(e™) /— Zn)i%e exp[ x 553 dz
Completando el cuadrado dentro de los paréntesis, se obtiene la relacién

2 2 2
(2 —p)” _ 1 5, [2—(p+07)]
202 pt+ 20 - 202

tr —

Por tanto,

Y(t) = Cexp (ut + %02t2> ,
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donde

oo 1 ] [a:——(,u-f—a""t)]g
o= me“’{* %7 .

Si se reemplaza ahora p por 4 + o°t en la ecuacién (1), resulta de la ecuacién (2) que
C = 1. Por tanto, la f.g.m. de la distribucién normal es la siguiente:

1 4, '
Y(t) = exp (;z.t + 50"#) para — 0o < t < 0. )

Si una variable aleatoria X tiene una distribucién normal cuya f.d.p. es como se
indica en la ecuacién (1), de la ecuacién (4) resulta que

E(X) = ¢/(0) = p

o
-~

Var(X) = 4"(0) — [¢'(0))" = o,

Asi se ha demostrado que los pardmetros u y o son efectivamente la media y la varianza
de la distribucion normal definida en la ecuacién (1).

Puesto que la f.g.m. v(¢) es finita para todos los valores de ¢, todos los momentos
E(X*)(k =1,2,...) serdn también {initos.

Gridfica de la distribucién normal. De la ecuacién (1) se puede ver que la f.d.p. f (z]|u,
o?) de una distribucién normal con media y y varianza o> es simétrica respecto al punto
x = pu. Por tanto, i es la media y la mediana de la distribucién. Ademas, p es también la
moda de la distribucién. En otras palabras, la f.d.p. f(z|u, o?) alcanza su valor miximo
en el punto z = p. Por dltimo, derivando dos veces f(z|u, o2), se puede comprobar que
existen puntos de inflexibnenz =pu+oy 2z =y — o.

La f.d.p. f(z|u,o?) estd representada en la figura 5.1. Se puede observar que la
curva tiene “forma de campana”. Sin embargo, no es necesariamente cierto que cualquier
f.d.p. arbitraria en forma de campana se pueda aproximar por la f.d.p. de una distribucién
normal. Por ejemplo, la f.d.p. de una distribucién de Cauchy, representada en la figura
4.3, es una curva simétrica con forma de campana que aparentemente se asemeja a la
f.d.p. representada en la figura 5.1. Sin embargo, puesto que no existen momentos de la
distribucién de Cauchy —ni siquiera la media—, las colas de la f.d.p. de Cauchy deben
ser completamente distintas de las colas de la f.d.p. normal.

Transformaciones lineales. Se demostrard ahora que si una variable aleatoria X tiene
una distribucién normal, entonces cualquier funcidon lineal de X tendrd también una dis-
tribucién normal.
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A foxin,0?)
1/(/27 o)

Y

u— 20 u—a n pta u+2a

Figura 5.1 La f.d.p. de una distribucién normal.

Teorema 1..Si X tiene una distribucién normal con media p y varianza o? y
si Y = aX + b, donde a y b son constantes y a # 0, entonces Y tiene una
distribucién normal con media ap + by varianza a®c?.

Demostracion. La f.g.m. i de X estd dada por la ecuacién (4). Si ¢y eslaf.gm.de Y,
entonces

. 1
Py (1) = e’ y(at) = exp [(a;t + b)t + ;Z—agaztgjl para — oo < t < 00.

Comparando esta expresién para ¥y con la f.g.m. de una distribucién normal de la
ecuacién (4), se observa que ¥y es la f.g.m. de una distribucién normal con media
ap + b y varianza a®o?. Por tanto, Y debe tener esta distribucién normal. <

Distribucidn normal tipificada

La distribucién normal con media 0 y varianza 1 se llama distribucién normal tipificada
o también distribuciéon normal estdndar. La f.d.p. de la distribucién normal tipificada
usualmente se denota por el simbolo ¢ y la f.d. se denota por el simbolo &. Entonces,

¢(z) = f(x]0,1) = (?T—r})—l/—,__,exp (—%wg) para — oo < x < 0O &)
P(z) = / olu) du para — oo < ¥ < 00, (6)

donde el simbolo u se utiliza en la ecuacidén (6) como variable muda de integracién.
La f.d. ®(2:) no se puede expresar en forma cerrada con funciones elementales. Por
tanto, solamente se pueden determinar probabilidades para la distribucién normal tipificada
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O para cualquier otra distribucién normal por aproximaciones numéricas o0 utilizando una
tabla de valores de ®(x), como la proporcionada al final del libro. Esta s6lo proporciona
los valores de ®(x) para £ > 0. Como la f.d.p. de la distribucién normal tipificada es
simétrica respecto al punto z = 0, resulta que Pr(X < z) = Pr(X > —z) para cualquier
nimero z (—oo < ¢ < o). Como Pr(X < 2) = ®(z) y Pr(X > —z) =1 — &(—2),
resulta que

P(z)+ P(—=2) =1 para — oo < x < o0. | @)

Del teorema 1 se deduce que si una variable aleatoria X tiene una distribucién normal
con media g y varianza o>, entonces la variable Z = (X — u)/o tendrd una distribucién
normal tipificada. Por tanto, las probabilidades para una distribucién normal con media
y varianza cualesquiera se pueden obtener a partir de una tabla de la distribucién normal
tipificada.

Ejemplo 1: Obtencién de probabilidades de una distribucién normal. Supongase que X
tiene una distribucién normal con media 5 y desviacién tipica 2. Se determinara el valor
de Pr(1l < X < 8).

Si se define Z = (X — 5)/2, entonces Z tendra una distribucién normal tipificada y

-5 X -5

7 <3

1 —_
Pr(1<X<8):Pr( <825>=Pr(—2<Z<1.5).

Ademas,

Pr(-2< Z <1.5)=Pr(Z < 1.5)—Pr(Z < -2)
= ®(1.5) — ®(—-2)
= ®(1.5) — [1 — &(2)] .

En la tabla del final del libro, se encuentra que ®(1.5) = 0.9332 y ®(2) — 0.9773. Por
tanto,

Pr(l < X < 8)=09105. <

Comparaciones de distribuciones normales

En la figura 5.2 se representa la f.d.p. de una distribucién normal para un valor fijo ¢ y
tres valores distintos de o (¢ = 1/2,1 y 2). Se puede observar en esta figura que la f.d.p.
de una distribucién normal con un valor pequefo de o tiene un mdximo muy pronunciado
y estd muy concentrada alrededor de la media ¢, mientras que la f.d.p. de una distribucién
normal con un valor mayor de o es relativamente plana y mas dispersa sobre la recta real.

Un hecho importante es que toda distribucidén normal contiene la misma probabilidad
dentro de una desviacién tipica de su media, la misma probabilidad para dos desviaciones
tipicas y la misma para un ndmero cualquiera de desviaciones tipicas. En general, si X
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tiene una distribucién normal con media p y varianza o2 y si Z tiene una distribuci6n
normal tipificada, entonces para & > 0,

pr = Pr(|X — p| < ko) = Pr(|Z] < k).

La tabla 5.1 proporciona los valores de esta probabilidad p; para varios valores de
k. Aunque la f.d.p. de la distribucién normal es positiva sobre 1a recta real, en esta tabla
se puede observar que la probabilidad fuera de un intervalo centrado en la media y de
semilongitud cuatro desviaciones tipicas es tnicamente 0.00006.

Tabla 5.1

k  p
1 0.6826
2 0.9544
3 0.9974
4 0.99994
5

0

1—-6x 107

1 1—2x%x 10"

Combinaciones lineales de variables normalmente distribuidas

Los siguientes teorema y corolario establecen este importante resultado: Cualquier com-
binacién lineal de variables aleatorias independientes y normalmente distribuidas tendrd
también una distribucién normal.

Teorema 2. Si las variables aleatorias Xy, ..., X} son independientes 'y si X; tiene
una distribucién normal con media p; y varianza o(i = 1,..., k), entonces la suma
X1+ -+ Xy tiene una distribuciéon normal con media py + --- + py y varianza
ol + -+ o}
Demostracion. Sea ;(t) la f.g.m. de X; para ¢ = 1,...,k y sea 3(t) la f.g.m. de
X1+ -+ + Xi. Puesto que las variables X', ..., X son independientes, entonces

k k
~ 1 5.
b(t) = hi () = >X it + ot
Y (t) il_ll'g (?) I | exp (;1 + 201 )

=1

k k
1 2\ ,9
:exl)[<zﬂ,¢>l+3(2(r;>l‘] para — oo <t < oo.

i=1 i=1
La f.g.m. de la ecuacién (4) se puede identificar como la f.g.m. de una distribucién
- k . k ) - - [
normal cuya media es ) ., j4; y Cuya varianzaes ) ._, o;. Por tanto, la distribucién de
X1+ -+ X, debe ser esa distribucién normal. <«

El siguiente corolario se obtiene ahora combinando los teoremas 1 y 2.



5.6 Distribucién normal 257

Figura 52 Lafd.p.nomalparap =0y s =1/2,1,2.

Corolario 1. Si las variables aleatorias X,, ..., X} son independientes, si X; tiene
una distribucién normal con media p; y varianza o? (i =1,...,k) ysi a1,...,ax
y b son constantes para las que al menos uno de los valores a;,...,a es distinto
de cero, entonces la variable a1 X1 + -- -+ a3 X + b tiene una distribucién normal
con media aypy + - - + appr + b y varianza a?o} + - - - + aio}.

La distribucién de la media muestral de una muestra aleatoria de una distribucién normal
se puede deducir ahora facilmente.

Corolario 2. Supéngase que las variables aleatorias X,,...,X, constituyen una
muestra aleatoria de una distribucién normal con media i y varianza o2 y sea X ,, la
media muestral. Entonces f_\’-,, tiene una distribucién normal con media u y varianza
a/n.

Demostracién. Puesto que Xn = (1/n) 37, Xi, resulta del corolario 1 que la dis-
tribucion de X ,, es normal. Consecuentemente, basta recordar (seccién 4.8) que E(X,) =
=pyque Var(X,) = o*/n. <

Ejemplo 2: Determinacion de un tamarno muestral. Supdngase que se va a seleccionar
una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién normal con media ¢ y varianza 9.
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Se determinard el valor minimo de n para el cual

Pr(| X, —u| <1) > 0.95.

Del corolario 2 se deduce que la media muestral X ,, tendr4 una distribucién normal
cuya media es p y la desviacién tipica es 3/n1/2. Por tanto, si se define
1/2
3

entonces Z tendrd una distribucién normal tipificada. En este ejemplo, n se debe selec-
cionar de forma que

n

Z: (—X;n_y'))

nl/2

Pr(X, — ) < ) =Pr (121 < 2 ) 2 095, @®

Para cualquier nimero positivo z, serd cierto que Pr(|Z| < z) > 0.95 si, y sélo si,
1— &(z) = Pr(Z > «) < 0.025. En la tabla de la distribucién normal tipificada del
final del libro, se encuentra que 1 — ®(z) < 0.025 si, y sdlo si, z > 1.96. Por tanto, la
desigualdad de la relacién (8).se verificara si, y sélo si,

1/2

— > 1.96.
3 =
Puesto que el minimo valor permisible de n es 34.6, el tamafio muestral debe ser al menos
35 para que se cumpla la relacién especificada. «

n

Ejemplo 3: Estaturas de hombres y mujeres. Supdngase que las estaturas, en pulgadas,
de las mujeres de una cierta poblacién siguen una distribucién normal con media 65 y
desviacion tipica 1 y que las estaturas de los hombres siguen una distribucién normal con
media 68 y desviacién tipica 2. Supdngase también que se selecciona al azar una mujer
e, independientemente, se selecciona al azar un hombre. Se determinari la probabilidad
de que la mujer sea mas alta que el hombre.

Sea W la estatura de la mujer seleccionada y sea A la estatura del hombre se-
leccionado. Entonces la diferencia W — M tiene una distribucién normal con media
65 — 68 = —3 y varianza 1? + 22 = 5. Por tanto, si se define

1

Z = 51/2

(W — M +3),

entonces Z tiene una distribucidn normal tipificada. Resulta que

Pr(W > M) = Pr(W — M > 0)

3
= Pr (Z > m) = Pr(Z > 1.342)

=1 — $(1.342) = 0.090.

Entonces, la probabilidad de que la mujer sea mds alta que el hombre es 0.090. «
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EJERCICIOS

1. Supdngase que X tiene una distribucién normal con media 1 y varianza 4. De-
terminese el valor para cada una de las probabilidades siguientes:

(a)Pr(X < 3) (b)Pr(X > 1.5)
) Pr(X =1) DPr(2< X <5)
(e)Pr(X > 0) HHPr(—-1 < X < 0.5)

@) Pr(|X| € 2) (h)Pr(l1 < -2X +3<38).

2. Si la temperatura en grados Fahrenheit de cierta localidad se distribuye normalmente
con una media de 68 grados y una desviacion tipica de 4 grados, ;cudl es la dis-
tribucién de la temperatura en grados centigrados en la misma localidad?

3. Si la f.g.m. de una variable aleatoria .X es (t) = e’ para —oco < t < oo, ;cudl es
la distribucién de X' ?

4. Supdngase que el voltaje medido en cierto circuito eléctrico tiene una distribucién
normal con media 120 y desviacién tipica 2. Si se toman tres medidas independientes
del voltaje, ;cudl es la probabilidad de que las tres medidas estén entre 116 y 118?

5. Evaltese la integral [,~ e=3%" dz.

6. Un barra recta se forma conectando tres secciones A, B y C, cada una fabricada
con una miquina distinta. La longitud de la seccién A, en pulgadas, tiene una
distribucién normal con media 20 y varianza 0.04. La longitud de la seccién B tiene
una distribucién normal con media 14 y varianza 0.01. La longitud de la seccién C
tiene una distribucién normal con media 26 y varianza 0.04. Como se indica en la
figura 5.3, las tres secciones se unen de forma que se superponen 2 pulgadas en cada
conexion. Supdngase que la barra se puede utilizar en la construccién del ala de un
avioén si su longitud total en pulgadas estd entre 55.7 y 56.3. ;Cudl es la probabilidad
de que la barra pueda ser utilizada?

~ — g N

1] [IE ]

— J

~
B

Figura 5.3 Sccciones dc la barra para ¢l gjercicio 6.

7. Si se selecciona una muestra aleatoria de 25 observaciones de una distribucién normal
con media p y desviacidn tipica 2, ;cudl es la probabilidad de que la media muestral
diste de ;2 menos de una unidad?
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10.

11.

12.

13.

Supéngase que se va a seleccionar una muestra aleatoria de tamafio n de una dis-
tribucién normal con media ;¢ y desviacién tipica 2. Determinese el minimo valor
de n tal que

Pr(|Xn» — p| < 0.1) > 0.9.

(a) Represéntese ia f.d. ¢ de la distribucién normal tipificada a partir de los valores
de la tabla del final del libro.

(b) A partir de la representacion de la parte (a) de este ejercicio, represéntese la f.d.
de una distribucién normal cuya media es —2 y su desviacion tipica es 3.

Supéngase que los didmetros de los pernos de una caja grande siguen una distribucién
normal con una media de 2 centimetros y una desviacidon tipica de 0.03 centimetros.
Ademis, supéngase que los didmetros de los agujeros de las tuercas de otra caja
grande siguen una distribucidn normal con una media de 2.02 centimetros y una
desviacién tipica de 0.04 centimetros. Un perno y una tuerca ajustaran si el didmetro
del agujero de la tuerca es mayor que el didmetro del perno y la diferencia entre estos
didmetros no es mayor que 0.05 centimetros. Si se seleccionan al azar un perno y
una tuerca, jcudl es la probabilidad de que ajusten?

Supdéngase que en cierto examen de matemdticas avanzadas, los estudiantes de la
universidad A alcanzan calificaciones que se distribuyen normalmente con una media
de 625 y una varianza de 100 y que los estudiantes de 1a universidad B alcanzan
calificaciones que se distribuyen normalmente con una media de 600 y una varianza
de 150. Si dos estudiantes de la universidad A4 y tres de la universidad B hacen este
examen, ;cudl es la probabilidad de que el promedio de las calificaciones de los dos
estudiantes de la universidad 4 sea mayor que el promedio de las calificaciones de
los dos estudiantes de la universidad B? Sugerencia: Determinese la distribucién de
l1a diferencia entre los dos promedios.

Supdngase que el 10% de las personas de una cierta poblacién padece glaucoma.
Para personas que padecen glaucoma, la medida de presién ocular X seguird una
distribucién normal con una media de 25 y una varianza de 1. Para personas que
no tienen glaucoma, la presion .X se distribuird normalmente con una media de 20 y
una varianza de 1. Supdngase que se selecciona al azar una persona de la poblacion
y se mide su presién ocular X

(a) Determinese la probabilidad condicional de que la persona tenga glaucoma dado

que X' = z.
(b) (Para qué valores de x la probabilidad condicional de 1a parte (a) es mayor que
1/2?

Supdngase que la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias .\ e ¥ es

1 9y 2 42
flz,y) = 5—€~(1/2)(l' +y7) para —x < r <oo, —oo <y < oo.
T

Determinese Pr(—v2 < X + Y < 2\/'7).
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14. Considérese una variable aleatoria para la que Pr(X > 0) = 1. Se dice que X
tiene una distribucién lognormal si la variable aleatoria log X tiene una distribucién
normal. Supéngase que X tiene una distribucién lognormal y que E(log X) = p y
Var(log X ) = o2. Determinese la f.d.p. de X.

15. Supéngase que las variables aleatorias X eY son independientes y que cada una
tiene una distribucién normal tipificada. Demuéstrese que el cociente X/Y tiene una
distribucién de Cauchy. '

57 TEOREMA CENTRAL DEL LiMITE

Enunciado del teorema

En la seccién 5.6 se demostré que si se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n de
una distribucién normal con media u y varianza o2, entonces la media muestral X, tiene
una distribuci6én normal con media p y varianza oc2/n. En esta seccién se expondr4 el
teorema central del limite, una versién sencilla del cual puede ser como sigue: Siempre
que se selecciona una muestra aleatoria de tamafo n de cualquier distribucién con media
p y varianza o2, la media muestral X,, tendr4 una distribucién que es aproximadamente
normal con media u y varianza o2/n.

Este resultado fue establecido para una muestra aleatoria de una distribucién de
Bernoulli por A. de Moivre a principios del siglo XVIII. A principios de 1a década de
1920-1930, J.W. Lindeberg y P. Lévy dieron independientemente la demostracién para
una muestra aleatoria de una distribucién arbitraria. Su teorema se enunciard ahora de
forma precisa y mis adelante se dard un esquema de la demostracién de ese teorema.
También se proporcionard aqui otro teorema central del limite concerniente a la suma de
variables aleatorias independientes cuya distribucién no es necesariamente idéntica y se
presentaran algunos ejemplos que ilustran ambos teoremas. *

Teorema central del limite (Lindeberg y Lévy) para la media muestral. Como en la
seccién 5.6, se designard por ¢ la f.d. de la distribuci6én normal tipificada.

Teorema 1. Si las variables aleatorias X, . .., X, constituyen una muestra aleatoria
de tamafio n de una distribucién con media p y varianza o (0 < 0? < 00), entonces
para cualquier niimero fijo x,

12X, ~
n(Xn = p) o .L] = &(). (1)

lim Pr[
n— o0 T
La interpretacién de la ecuacidén (1) es la siguiente: Si se selecciona una muestra
aleatoria grande de cualquier distribucién con media u y varianza o2, independientemente
de si esta distribucion es discreta o continua, entonces la distribuci6n de la variable aleato-
ria n1/2(X,, — u)/o sers aproximadamente una distribucién normal tipificada. Por tanto,
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la distribucién de X, es aproximadamente una distribucién normal con media g y varianza
o2 /n o, equivalentemente, la distribucién de la suma }_;_, X; serd aproximadamente una
distribuci6én normal con media nu y varianza no2.

Ejemplo 1: Lanzamiento de una moneda. Supdngase que se lanza una moneda 900
veces. Se determinard la probabilidad de obtener mas de 495 caras.
Parai=1,...,900, sea X; = 1 si se obtiene una cara en el #-ésimo lanzamiento,
y sea X; = 0 en caso contrario. Entonces E(X;) = 1/2 y Var(X;) = 1/4. Por
tanto, los valores X, ..., Xgpo constituyen una muestra aleatoria de tamafo n» = 900
de una distribucién con media 1/2 y varianza 1/4. Del teorema central del limite se
deduce que la distribucién del nimero total de caras H = Zf’i‘i X; serd aproximadamente
una distribucién normal con media (900)(1/2) = 450, varianza (900)(1/4) = 225 y
desviaci6n tipica (225)!/? = 15. Por tanto, la variable Z = (H — 450)/15 tendrd
aproximadamente una distribucién normal tipificada. Consecuentemente,

450 S 495 — 450
5 15
=Pr(Z2>3)=1-®(3)=0.0013. <

Pr(H > 495) = Pr (H I

Ejemplo 2: Muestreo de una distribucién uniforme. Supéngase que se selecciona una
muestra aleatoria de tamafio n = 12 de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1).
Se determinari el valor de Pr (|X, — 1| < 0.1).

La media de la distribucién uniforme en el intervalo (0,1) es 1/2 y la varianza
es 1/12 (véase Ejercicio 2 de la Sec. 4.3). Puesto que en este ejemplo n = 12, se
deduce del teorema central del limite que la distribuci6én de X, ser4 aproximadamente
una distribucién normal con media 1/2 y varianza 1/144. Por tanto, la distribucién de
la variable Z = 12(X,, — 1/2) serd aproximadamente una distribucién normal tipificada.
Entonces,

o

Teorema central del limite (Liapounov) para la suma de variables aleatorias indepen-
dientes. Se enunciard ahora un teorema central del limite que se aplica a una sucesién
de variables aleatorias X', X, ... independientes pero que no tienen porqué estar idén-
ticamente distribuidas. Este teorema fue demostrado por primera vez en 1901 por A.
Liapounov. Supéngase que E(X;) = p; y Var(X;) = of parai = 1,...,n. Adems4s, se
define

Y. = Z?:l )(i — Z?:l Hi .
n — (Zn 0_2)1/2
i=1 "Y1
Entonces E(Y,) = 0 y Var(Y;,) = 1. El teorema que se enuncia a continuacién propor-

ciona una condicién suficiente para que la distribucién de esta variable aleatoria Y,, sea
aproximadamente una distribucién normal tipificada.

1

Xn— %( < 0.1> = Pr[12 X, - -‘ < 1.2]

[\~

=Pr(|Z| < 1.2) = 2®(1.2) — 1 = 0.7698. <

(2)
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Teorema 2. Supdngase que las variables aleatorias X,,X3, ... son independientes
y que E(|X; — p;|?) < oo para i = 1,2,.... Ademds, supéngase que

S E(1X —wl) _ 0. 3)

nli.ngo (E"‘-l 03)3/2
Por iltimo, sea Y, la variable aleatoria definida en la ecuacién (2). Entonces, para
cualquier niimero fijo x,

nli’rgo Pr(Y, < z) = ®(=). @

La interpretacién de este teorema es la siguiente: Si se verifica la ecuacién (3),
entonces para cualquier valor grande de n, la distribucién de Y., X; ser4 aproximada-
mente una distribucién normal con media ) .., p; y varianza ) ;. , 0. Debe subrayarse
que cuando las variables aleatorias .X;, X2, ... estin idénticamente distribuidas y existen
los momentos de orden tres de las variables, se verifica la ecuacién (3) automiticamente
y entonces la ecuacién (4) se reduce a la ecuaci6n (1).

Habria que resaltar 1a distincién entre el teorema de Lindeberg y Lévy y el teorema
de Liapounov. El teorema de Lindeberg y Lévy se aplica a una sucesién de variables
aleatorias i.i.d. Para que este teorema se pueda aplicar, basta solamente con suponer que
la varianza de cada variable aleatoria es finita. El teorema de Liapounov se aplica a
una sucesién de variables aleatorias independientes que no necesitan estar idénticamente
distribuidas. Para poder aplicar este teorema, se debe suponer que el tercer momento de
cada variable aleatoria es finito y que satisface la ecuacién (3).

Teorema central del limite para variables aleatorias de Bernoulli. Aplicando el teorema
de Liapounov, se puede establecer el siguiente resultado:

Teorema 3. Supdngase que las variables aleatorias X, ..., X, son independien-
tes y que X; tiene una distribucién de Bernoulli con parémetro p;(i = 1,2,...).
Supéngase, ademds, que la serie infinita ) .- | piqi es divergente y sea
Y. = E?:l IY'. — Z?:l bi . (5)
n n 1/2
(Xi=1 Pigs)

Entonces, para cualquier nimero fijo z,

lim Pr(Y, < z) = ®(z). (6)

n—00

Demostracién Aqui, Pr(X; = 1) = p; y Pr(X; = 0) = ¢;. Por tanto, F(X;) = pi,
Var(Xi) = pigi y

E(X: — pil®) = p: ¥ + ip? = pigi(p? + ¢?) < pigi-
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Resulta que

> i1 E(Xi — pil?) < 1 :
ol pig)¥? — (e pia)YV?

(7

Puesto que la serie infinita 3_._, pig: es divergente, entonces ) .., pig; — <O y se puede
observar a partir de la relacién (7) que se verifica la ecuacién (3). A su vez, del teorema
2 resulta que se verifica la ecuacién (4). Puesto que la ecuacién (6) es simplemente una
versién particular de la ecuacién (4) para las variables aleatorias que se consideran aqui,
la demostracidn del teorema queda concluida. <«

El teorema 3 implica que si la serie infinita 3., pig: es divergente, entonces la dis-
tribucién de la suma 5}, X; de un nimero grande de variables aleatorias de Bernoulli
independientes serd aproximadamente una distribucién normal con media ) |, p; y va-
rianza 3 ., pigi. Se debe recordar, sin embargo, que un problema practico tipico com-
prenderé tan s6lo un nimero finito de variables aleatorias X1,..., X, en lugar de una
sucesién infinita de variables aleatorias. En tal problema, no tiene sentido considerar si
la serie infinita 3 ;- , pig: es o no divergente, porque en el problema s6lo se especificard
un ndmero finito de valores p1,...,p,. En cierto sentido, por tanto, la distribucién de
la suma Y ]_, X; se puede aproximar siempre por una distribucién normal. La pregunta
critica es si esta distribucién normal proporciona o no una buena aproximacién a la ver-
dadera distribuci6én de 3., X;. La respuesta depende, por supuesto, de los valores de
Pi,---yDPn.

Puesto que cuando Y .., pigi — oo la distribucién normal estard cada vez més
préxima, la distribucién normal proporciona una buena aproximacién cuando el valor de
Y i, piq; es grande. Ademés, puesto que el valor de cada término p;g; es un miximo
cuando p; = 1/2, la aproximacién serd mejor cuando n sea grande y los valores de
P1,...,Pn S€an cercanos a 1/2.

Ejemplo 3: Preguntas de examen. Supéngase que un examen contiene 99 preguntas
ordenadas desde la més facil hasta la més dfficil. Supéngase que la probabilidad de que
un estudiante conteste la primera pregunta correctamente es 0.99, la de que conteste la
segunda pregunta correctamente es 0.98 y, en general, la probabilidad de que conteste la
i-ésima pregunta correctamente es 1 — i/100 para ¢ = 1,...,99. Se supone que todas
las preguntas serdn contestadas independientemente y que el estudiante debe contestar al
menos 60 preguntas correctamente para aprobar el examen. Se determinard la probabilidad
de que el estudiante apruebe.

Sea X; = 1 si la i-ésima pregunta es contestada correctamente, y sea X; = 0 en caso
contrario. Entonces E(X,) =p; =1-(i/100) y Var(X,-) = piq; = (i/lOO)[l —(i/lOO)].
Ademis,

29

99
1 . 1 (99)(100)
‘;p, 99~ =D i =99 1 5 9.5

i=1
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_ 1 & 1 99
> pigi = T()E;i_ E Z;i’
_ 1 {99){(100)(199)
(100) 6
Del teorema central del limite resulta que la distribucién del niimero total de pregun-

tas contestadas correctamente, que es E?___ 1 Xi, serd aproximadamente una distribucién

normal con media 49.5 y desviaci6n tipica (16.665)1/2 = 4.08. Por tanto, la distribucién
de la variable

= 49.5 = 16.665.

g - Lie Xi— 495
= 4.08

serd aproximadamente una distribucién normal tipificada. Resulta que

Pr (Z X: > 60) = Pr(Z > 2.5735) ~ 1 — (2.5735) = 0.0050. <

i=1

Efecto del teorema central del limite. El teorema central del limite proporciona una
explicacién plausible para el hecho de que las distribuciones de muchas variables aleatorias
estudiadas en experimentos fisicos sean aproximadamente normales. Por ejemplo, la
estatura de una persona estd influida por muchos factores aleatorios. Si la estatura de
cada persona se determina sumando los valores de estos factores individuales, entonces la
distribucién de las estaturas de un gran nimero de personas serd aproximadamente normal.
En general, el teorema central del limite indica que la distribucién de la suma de muchas
variables aleatorias puede ser aproximadamente normal, aun cuando la distribucién de
cada variable aleatoria de la suma sea distinta de la normal.

Convergencia en distribucion

Sea X1, X3, ... una sucesién de variables aleatorias, y para n = 1,2,..., sea F,, la f.d.
‘de X,. Ademis, sea X* otra variable aleatoria cuya f.d. es F*. Sup6ngase que F* es
una funcién continua sobre la recta real. Entonces se dice que la sucesién X;, X, ...
converge en distribucién a la variable aleatoria X* si

lim Fh(z) = F*(z) para — oo < z < 0o. (8)
n-—+oo

Algunas veces, se dice simplemente que X,, converge en distribucién a X* y la
distribucién de X* se llama distribuciéon asintética de X,,. Entonces, de acuerdo con el
teorema central del limite de Lindeberg y Lévy, como se indicé en la ecuacién (1), la
variable aleatoria n/?(X,, — u)/o converge en distribucién a una variable aleatoria con
distribucién normal tipificada o, equivalentemente, la distribucién de n1/2(X,, — p)/o es
una distribucién normal tipificada.
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Convergencia de las funciones generatrices de momentos. Las funciones generatrices
de momentos son importantes en el estudio de convergencia en distribucién debido al
siguiente teorema, cuya demostracién requiere técnicas demasiado avanzadas para ser
presentadas aqui.

Teorema 4. Sea X1, X2, ... una sucesion de variables aleatorias, y para cualquier
entero n, sea F, la fd. de X, y sea i, la f.g.m. de X,,. Ademds, sea X* otra
variable aleatoria con fd. F'* y f.g.m. {*. Supongase que existen las f.g.m. Y, y
P* (n = 1,2,...). Silimp_ o ¥n(t) = ¥*(t) para todos los valores de t en un
intervalo alrededor del punto t = 0, entonces la sucesion X,,X,,... converge en
distribucion a X*.

En otras palabras, la sucesién de f.d. Fiy, F»,... debe converger a la f.d. F* si la
correspondiente sucesién de f.g.m. 1, ¥,,... converge ala f.g.m. y*.

Esquema de la demostracién del teorema central del limite. Ahora se puede demostrar el
teorema 1, que es e] teorema central del limite de Linderberg y Lévy. Supéngase que las
variables X, ..., X,, constituyen una muestra aleatoria de tamaifio n de una distribucion
con media p y varianza o2. Sup6ngase ademds, por conveniencia, que existe la f.g.m. de
esta distribucién, aunque el teorema central del limite es cierto aun sin esta suposicion.

Para:i = 1,...,n,seaY; = (X;—pu)/o. Entonces las variables aleatorias Y7, ...,Y,
son i.i.d. y cada una tiene media 0 y varianza 1. Ademas, sea

nl/2(X, — p 1 <
Zn = (a ):nllziz;y"
Se demostrard ahora que Z,, converge en distribucién a una variable aleatoria con dis-
tribucién normal tipificada, como se indica en la ecuacién (1), demostrando que la f.g.m.
de Z, converge a la f.g.m. de la distribucién normal tipificada.

Si ¥(t) denota la f.g.m. de cada variable aleatoria Y; (i = 1,...,n), entonces del
teorema 3 de la seccién 4.4 resultaque laf.g.m. de lasuma ", Y; sera [4(¢)]*. Ademas,
del teorema 2 de la secci6én 4.4 resulta que la f.g.m. {,(t) de Z,, serd

o=y (5]

En este problema v’(0) = E(Y:) = 0 y ¥”(0) = E(Y;?) = 1. Por tanto, la expansién en
serie de Taylor de 1 (t) alrededor del punto ¢ = O tiene la siguiente forma:

2 3
(1) = $(0) + 9 (0) + 59(0) + =4”(0) + -
t2 t3 114 |
= 1+?+ yd’ 0)+---.
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Ademas,

tz t3¢m(0) n
(a(t) = [1+§;+W+”] .

En cdlculo avanzado se demuestra que si el lim,, .o, a, = b para unos nimeros a,, y b,
entonces

n
lim (1 + 92) = e’
n

n—00

Pero
) $2 t31)/)"’(0) 12
nler;o[a‘+W+"'] =7
Por tanto,
. 1.,
lim (,(t) =exp | =t° ). 9)
n—o0 2

Puesto que la parte derecha de la ecuacién (9) es la f.g.m. de la distribucién normal
tipificada, del teorema 4 resulta que la distribucién asintética de Z,, debe ser la distribucién
normal tipificada.

Con un procedimiento anilogo se puede proporcionar también un esquema de la
demostracién del teorema central del limite de Liapounov, pero en este libro no volvera
a considerarse este problema.

EJERCICIOS

1. Supéngase que el 75% de las personas de cierta &rea metropolitana viven en la
ciudad, y el 25%, en los suburbios. Si las 1200 personas que asisten a un concierto
representan una muestra aleatoria del 4rea metropolitana, ;cual es la probabilidad de
que el nimero de personas que viven en los suburbios y que asisten al concierto sea
menor que 2707

2. Supdngase que la distribucién del nimero de defectos en un determinado rollo de tela
es una distribucién de Poisson con media 5 y que para una muestra aleatoria de 125
rollos se cuenta el nimero de defectos en cada rollo. Determinese la probabilidad de
que el nimero promedio de defectos por rollo en la muestra sea menor que 5.5.
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. Sup6ngase que se va a seleccionar una muestra aleatoria de tamaiio n de una dis-

tribucién con media u y desviacién tpica 3. Utilicese el teorema central del limite
para determinar aproximadamente el menor valor de n para el cual se satisface la
siguiente relacién:

Pr(| X, — p| < 0.3) > 0.95.

Supbngase que la proporcion de articulos defectuosos en un gran lote manufacturado
es 0.1. ;Cudl es la menor muestra aleatoria de articulos que se deben seleccionar
del lote para que la probabilidad de que la proporcién de articulos defectuosos en la
muestra sea menor que 0.13 sea al menos 0.99?

. Supé6ngase que tres nifios A, B y C lanzan bolas de nieve a un blanco. Supéngase

también que el nifio A lanza 10 veces y la probabilidad de que dé en el blanco en
cualquier lanzamiento es 0.3, el nifio B lanza 15 veces y la probabilidad de que
dé en el blanco en cualquier lanzamiento es 0.2 y el nifio C lanza 20 veces y la
probabilidad de que dé en el blanco en cualquier lanzamiento es 0.1. Determinese
la probabilidad de que al menos 12 lanzamientos den en el blanco.

Si se seleccionan 6 digitos de una tabla de digitos aleatorios, ;cuél es la probabilidad
de que su promedio esté entre 4 y 67

. Supdngase que las personas que asisten a una fiesta sirven bebidas de una botelia que

contiene 63 onzas de un cierto liquido. Supéngase, ademds, que el tamafio esperado
de cada bebida es 2 onzas, que la desviacién tipica de cada bebida es 1/2 onza y
que todas las bebidas se sirven independientemente. Determinese la probabilidad de
que la botella no esté vacia después de haber servido 36 bebidas.

. Un fisico toma 25 medidas independientes de la gravedad especifica de cierto 'cuerpo.

Sabe que las limitaciones de su equipo son tales que la desviacién tipica de cada
medicién es o unidades.

(a) Utilizando la desigualdad de Chebyshev, encuéntrese una cota inferior para la
probabilidad de que el promedio de sus mediciones difiera de la verdadera gra-
vedad del cuerpo en menos de o/4 unidades.

(b) Utilizando el teorema central del limite, encuéntrese un valor aproximado para
la probabilidad de la parte (a).

Se va a seleccionar una muestra aleatoria de n articulos de una distribucién con

media ¢ y desviacién tipica o.

(a) Utilicese la desigualdad de Chebyshev para determinar el nimero minimo de
articulos n que se deben seleccionar para que se cumpla la siguiente relacién:

Pr (D?n —pl < %) > 0.99.

(b) Utilicese el teorema central del limite para determinar el nimero minimo de
articulos n que se deben seleccionar para que se cumpla aproximadamente la
relacién de la parte (a).
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10. Supdngase que, en promedio, los dos padres de una tercera parte de los graduados
en un cierto colegio asisten a la ceremonia de graduacién, s6lo uno de los dos padres
de otra tercera parte de estos graduados asiste a la ceremonia y ninguno de los dos
padres de la restante tercera parte de estos graduados asiste a la ceremonia. Si en
una clase hay 600 graduados, ;cudl es la probabilidad de que asistan a la ceremonia
de graduacién mas de 650 padres?

5.8 CORRECCION POR CONTINUIDAD

Aproximacion de una distribucidon discreta por una distribucién continua

Supéngase que X,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién dis-
cretay sea X = X; + ---+ X,,. Se demostr6 en la seccién anterior que aunque la
distribucién de X sea discreta, su funcién de distribucién se puede aproximar por la de
la distribucién normal, que es distribucién continua. En esta seccién, se describird un
método estdndar para mejorar la calidad de la aproximacién que se obtiene cuando se
aproxima una probabilidad basada en una distribucién discreta por una basada en una
distribucién continua. _

Supéngase, por tanto, que la variable aleatoria X tiene una distribuciér discreta con
f.p. f(z) y se desea aproximar esta distribucién por una distribucién continua con f.d.p.
g(z). Por simplicidad, considérese solamente una distribucién discreta para la que todos
los valores posibles de X son enteros. Las distribuciones binomial, hipergeométrica, de
Poisson y binomial negativa descritas en este capitulo satisfacen esta condicién.

Si la f.d.p. g(z) proporciona una buena aproximacién a la distribucién de X, entonces
para cualesquiera enteros a y b se puede aproximar simplemente la probabilidad

b
Pra< X <b) =) f(z) (1)
por la integral

b
/ g(z)dz. ()

De hecho, esta aproximacién se utilizd en los ejemplos 1 y 3 de la seccién 5.7, donde
g(z) era la f.d.p. normal apropiada especificada por el teorema central del limite.

Esta sencilla aproximacién tiene el siguiente inconveniente: Aunque Pr(X > a)
y Pr(X > a) en general tendrdn valores distintos para la distribucién discreta, estas
probabilidades serén siempre iguales para la distribucion continua. Otra forma de expresar
este inconveniente es la siguiente: Aunque Pr(.X = z) > 0 para cualquier entero z que
es un valor posible de .\, esta probabilidad es necesariamente 0 con 1a f.d.p. aproximada.



270 Distribuciones especiales

Aproximacién de un histograma

La f.p. f(2) de X se puede representar por un histograma, o diagrama de barras, como
se ilustra en la figura 5.4. Para cada entero x, la probabilidad de x se representa por el
4rea de un rectingulo cuya base se extiende desde = — % hasta = + % y cuya altura es

f(=2).

a—"% a+Y% ’ x—' x+ Y b—"% b+Vs

Figura §.4 Aproximacién de un histograma ulilizando una f{.d.p.

Entonces, el drea del rectdngulo cuya base estd centrada en el entero = es simplemente
f(z). En la figura 5.4 se representa también una f.d.p. aproximada g(z).

Desde este punto de vista se puede observar que Pr(a < X < b), como se especifica
en la ecuacién (1), es la suma de las areas de los rectdngulos de la figura 5.4 que estin

centrados en a, a +1,...,b. Se puede observar también en la figura 5.4 que la suma de
estas 4reas se aproxima por la integral
b4(1/2)
/ g(z) de. (3)
a—(1/2)
El ajuste de la integral (2) a la integral (3) se llama correccion por continuidad.

Si se utiliza la correccion por continuidad, se determina que la probabilidad f(a) del
entero a se puede aproximar como sigue:

1 1
pecx =)= (a- b x <o 1)

a+(1/2)
= / g(x) de.
a

—(1/2)

4)
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Analogamente,
Pr(X >a)=Pr(X >a+1)=Pr (X2a+ l)

2
(e}
s / g(z) dz.
a+(1/2)

Ejemplo 1: Preguntas de examen. Para ilustrar el uso de la correccién por continuidad,
considérese de nuevo el ejemplo 3 de la seccién 5.7. En ese ejemplo, un examen constaba
de 99 preguntas de dificultad variable y se deseaba determinar Pr(X > 60), donde
X es el nimero total de preguntas que un estudiante concreto contesta correctamente.
Entonces segiin las condiciones del ejemplo, del teorema central del limite se deduce que
la distribucién discreta de X podria aproximarse por una distribucién normal con media
49.5 y desviacién tipica 4.08.
Si se utiliza la correccién por continuidad, se obtiene

59.5 — 49.5
4.08

&)

Pr(X > 60) = Pr(X > 59.5) = Pr (Z >

~ 1 — @(2.4510) = 0.007.

Este valor se puede comparar con el valor 0.005 obtenido en la seccién 5.7 sin la correc-
cién. -«

Ejemplo 2: Lanzamiento de una moneda. Supdngase que se lanza 20 veces una moneda
equilibrada y que todos los lanzamientos son independientes. ;Cudl es la probabilidad de
obtener exactamente 10 caras?

Sea X el nimero total de caras que se obtienen en los 20 lanzamientos. De acuerdo
con el teorema central del limite, la distribucién de X serd aproximadamente una dis-
tribucién normal con media 10 y desviaci6n tipica [(20)(1/2)(1/2)]'/? = 2.236. Si se
utiliza la correccién por continuidad,

Pr(X = 10) = Pr(9.5 < X < 10.5)

0.5 0.5
=P (_2.236 S 2.‘236)
~ ©(0.2236) — &(~0.2236) = 0.177.

El valor exacto de Pr(.X = 10) determinado a partir de la tabla de probabilida-
des binomiales del final del libro es 0.1762. Por tanto, la aproximacién normal con la
correccion por continuidad es bastante buena. <«

EJERCICIOS

1. Sea X el nimero total de éxitos en 15 pruebas de Bernoulli, con probabilidad de
éxito p = 0.3 en cada prueba.
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(a) Determinese el valor aproximado de Pr(X = 4) utilizando el teorema central
del limite con la correccién por continuidad.

(b) Compérese la respuesta obtenida en la parte (a) con el valor exacto de esta
probabilidad.

2. Utilizando la correccién por continuidad, determinese la probabilidad requerida en el
ejemplo 1 de la seccioén 5.7.

3. Uiilizando la correccién por continuidad, determinese la probabilidad requerida en el
ejercicio 1 de la seccion 5.7.

4. Utilizando la correcci6n por continuidad, determinese la probabilidad requerida en el
ejercicio 2 de la seccién 5.7.

5. Utilizando la correccién por continuidad, determinese la probabilidad requerida en el
ejercicio S de la seccién 5.7,

6. Utilizando la correccién por coniinuidad, determinese la probabilidad requerida en el
ejercicio 6 de la seccién 5.7. ‘

5.9 DISTRIBUCION GAMMA

Funcién gamma
Para cualquier nimero positivo «, el valor I'(«) se define por la siguiente integral:
o0
I'(e) =/ 2> le™” dz. : (1)
0

Se puede demostrar que el valor de esta integral sera finito para cualquier valor de o > 0.
La funcién I', cuyos valores se definen por la ecuacién (1) para o« > 0, se denomina
funcion gamma. Se deducirdn ahora algunas propiedades de la funci6én gamma.

Teorema 1. Si o > 1, entonces

IN'e) =(a— 1)I(ax—1). 2)
Demostracién. Se aplicard el métodode integraciénpor partes a la integral de la ecua-

cién (1). Si se define u = z*~! y dv = e “dz, entonces du = (o — 1)z% " %dz y
v = —e~*. Por tanto, '

I‘(a):/ooudv.: [uv]go—-/oovdu
0 0

o0
= [—-xa"le_f]:o 4+ (a — 1)/ x* 2e"dx
0

=0+ (a— 1)I'(a - 1). <
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Del teorema 1 resulta que para cualquier entero n > 2,

Fn)=n-DI'(n-1)=(n-1)(n-2)I'(n~-2)
=(n—-1)(n-2)---1-T()
= (n — 1)IT(1).

Ademas, por la ecuacién (1),

o
ra) = / e Fdr =1.
0

Por tanto, I'(n) = (n — 1)! paran = 2,3,.... Mi4s aiin, puesto que I'(1) = 1 = 0.
establecido el siguiente resultado:

Teorema 2. Para cualquier entero positivo n,
I'(n) = (n—1)L
En muchas aplicaciones estadisticas se debe evaluar I'(a) cuando « es un ¢

positivo o de la forma o = n + (1/2) para algiin entero positivo n. De la ecuacid
resulta que para cualquier entero positivo n,

1 1 3 1 1
2(r+3)=(-3) (-2) () (3)
Por tanto, se podrd determinar el valor de T' (n + 1) si se puede evaluar T' (1).
Por la ecuacién (1), -

1 o0
r (—) = / =M 2e=7 g4y
2 0

Si se define z = (1/2)y? en esta integral, entonces dx = ydy y

1y _ 1/2/°° 1, |
F(2>_2 A exp 5Y dy. (.

Puesto que la integral de 1a f.d.p. de la distribucién normal tipificada es igual a 1, resul
que

o0
/ exp (——%yQ) dy = (271')1/2.
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Por tanto,

= 1 2) 1 1/2 T\ /2
exp | —= dy = =2n)"/* = (= .
[ e (-2 > ()

De la eéuacic’m ¥5) resulta ahora que

1N _ _1/2
I‘(2>_7r . 6)

Por ejemplo, de las ecuaciones (4) y (6) se deduce que

(3)-(2) () Q)2

Distribucién gamma

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién gamma con pardmetros « 'y 3
(e >0y > 0)si X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. f(z|a, B8) se especifica
como sigue:

ﬂa a—1_-—pfx
f(=zla, B) = { @ © >0 %)
0 para z < 0. )

La integral de esta f.d.p. es 1, puesto que de la definicién de la funcién gamma resulta
que

> I'e
/ z® e Po dr = ——(a) (8)
0 B
Si X tiene una distribucién gamma con pardmetros o y f, entonces los momentos
de X se determinan facilmente a partir de las ecuaciones (7) y (8). Para k = 1,2,...,
resulta que

E(X*) = A z* f(z|a, B) de = -I:B(’—a) ; o thle=PT dy
g% T(a+k) _T(a+k)

[(a) petr  — BFT(0)

oo+ 1)--(a+k—-1)

= i :
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En particular, por tanto,

E(X) = %

0= =552 () =5

La f.g.m. ¢ de X se puede obtener andlogamente, como sigue:
g [
I'(e«) Jo

Esta integral ser finita para cualquier valor de ¢ tal que ¢ < (. Por tanto, de la ecuacién (8)
re;ulta que

¥ le=(B-t)z 4.

P(t) = /Ooo e'” f(z|a, B) dz =

(1) = . 1) —( 5 )a parat < f. )

T T(a) (B-t)e  \B-t

Se puede demostrar ahora que la suma de variables aleatorias independientes que
‘tienen distribuciones gamma con un valor comiin del parimetro # tendrin también una
distribucién gamma.

Teorema 3. Si las variables aleatorias X, ..., X son independientes y si X; tiene
una distribucién gamma con pardmetros o; y B (i = 1,...,k), entonces la suma
X1+ -+ -+ Xy tiene ura distribucion gamma con pardmetros o; + - - -+ ;. y (.

Demostracién: Si ; denota la f.g.m. de X, entonces de la ecuacién (9) resulta que para
t=1,...,k, ‘

Pi(t) = (_ﬂ_€7> ‘ parat < 3.

Si ¢ denotala f.g.m. de la suma X, +- - -+ X, entonces por el teorema 3 de la seccién 4.4,

k g o1tk
Y(t) = ;E[llbi(t) = <__ﬂ — t) parat < S.
La f.g.m. ¢ se puede reconocer ahora como la f.g.m. de una distribucién gamma con
parametros «; + --- + ar y B. Por tanto, la suma X; + --- + X debe tener esta
distribucién gamma. <«
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Distribucién exponencial

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién exponencial con pardametro
B (B > 0) si X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. f(z|B) se especifica como
sigue:

[ Be=B® para =z >0,
Se puede observar en la ecuacién (10) que una distribucién exponencial con parimetro [ es
una distribucién gamma con pardmetros = 1 y 3. Por tanto, si X tiene una distribucién
exponencial con pardmetro 5, de las expresiones deducidas para la distribucién gamma
resulta que '

1 1
EX)=% y  Va(X)=g

Anilogamente, de la ecuacién (9) resulta que la f.g.m. de X es

WO =52 panat<p.

Una distribucién exponencial se utiliza a menudo en un problema praictico para repre-
sentar la distribucion del tiempo que transcurre antes de la ocurrencia de un suceso. Por
ejemplo, esta distribucién ha sido utilizada para representar periodos de tiempo tales como
el periodo que una miquina 0 un componente electrOnico funcionarin sin estropearse, el
periodo requerido para atender a un cliente en un servicio y el periodo entre las llegadas
de dos clientes sucesivos a un servicio.

Si se considera que los sucesos ocurren de acuerdo con un proceso de Poisson,
definido en la seccién 5.4, entonces el tiempo de espera hasta que ocurre un suceso y
el periodo de tiempo entre dos sucesos consecutivos cualesquiera tendran distribuciones
exponenciales. Este hecho proporciona el soporte tedrico para el uso de la distribucion
exponencial en muchos tipos de problemas.

La distribuci6én exponencial tiene una propiedad de falta de memoria aniloga a la
descrita en la secciOn 5.5 para la distribucién geométrica. Esta propiedad se puede deducir
como sigue: Si X tiene una distribucién exponencial con pardmetro 3, entonces para
cualquier nimero t > 0,

Pr(X >1t) = / Be PTdr = e P1. (11)
1
Por tanto, para ¢ > 0 y cualquier otro mimero h > 0,
i Pr(X >t+h)
> = —
Pr(X >t+h|X > 1) e .
e—ﬂ(t’{"h) ( )

g = " =Pr(X 2 h).
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Para ilustrar la propiedad de falta de memoria, supéngase que X representa el
nimero de minutos que transcurren antes de que ocurra un suceso. De acuerdo con
la ecuaci6én (12), si el suceso no ha ocurrido en ¢ minutos, entonces la probabilidad de
que el suceso no ocurra durante los A minutos siguientes es simplemente e~#”. Esta pro-
babilidad es 1a misma que la de que no ocurra el suceso durante un intervalo de A minutos
a partir del tiempo 0. En otras palabras, independientemente de 1a longitud de tiempo que
haya transcurrido sin que ocurra el suceso, la probabilidad de que el suceso ocurra durante
los h minutos siguientes siempre tiene el mismo valor. Teéricamente, por tanto, no es
necesario considerar ocurrencias pasadas de un suceso para calcular sus probabilidades de
ocurrencia futura. _ )

Esta propiedad de falta de memoria no se verificari estrictamente en todos los proble-
mas pricticos. Por ejemplo, sup6ngase que X es la cantidad de tiempo que una bombilla
permanece encendida hasta que falle. La cantidad de tiempo que se puede esperar que
la bombilla continue encendida en el futuro dependeri de la cantidad de tiempo que ha
estado encendida en el pasado. Sin embargo, 1a distribucién exponencial ha sido utilizada
efectivamente como una distribucién aproximada para variables tales como la duracién
de diversos productos.

Pruebas de duracion

Supdéngase que en una prueba se encienden n bombillas simdltaneamente para determinar
su duracién. SupSngase que las n bombillas funcionan independientemente unas de otras y
que el tiempo de vida de cada bombilla tiene una distribucién exponencial con parimetro
(. En otras palabras, si X; denota la duracién de la bombilla 7 para i = 1,...,n,
entonces se supone que las variables aleatorias X, ..., X, son i.i.d. y que cada una tiene
una distribucién exponencial con paridmetro #. Se determinard ahora la distribucién del
tiempo Y; hasta que falle una de las » bombillas.

Puesto que el tiempo Y, en que falla la primera bombilla seré igual al menor de los
n tiempos de vida X1, ..., Xy, se puede escribir Y7 = min{X},, ..., X, }. Para cualquier
nimero ¢ > 0, ‘

Pr(Y1>t) =Pr(X1 >t,...,Xn > 1)
=Pr(X; >1t)---Pr(X, >1¢)
— e Pt...e7Pt = ¢~nFY

Comparando este resultado con la ecuacién (1), se puede observar que la distribucién de
Y1 debe ser una distribucién exponencial con pardmetro n/3.
En resumen, se ha establecido el siguiente resultado:

Teorema 4. Supongase que las variables X, . .., X, constituyen una muestra alea-
toria de una distribucion exponencial con pardametro (3. Entonces la distribucién de
Y1, = min{X,,...,X,} serd una distribucién exponencial con parametro np3.
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Se determinara ahora, la distribucién del intervalo de tiempo Y- entre el fallo de la
primera bombilla y el fallo de la segunda.

Después de fallar una bombilla, continian encendidas n — 1 bombillas. Ademds,
independientemente de cuando fall la primera bombilla, por la propiedad de falta de
memoria de la distribucién exponencial resulta que la distribucién de los restantes tiempos
de vida de cada una de las restantes n — 1 bombillas continda siendo una distribucién
exponencial con pardmetro 3. En otras palabras, la situacién es la misma que si se
empezara de nuevo la prueba a partir del instante de tiempo ¢t = 0 con n — 1 bombillas.
Por tanto, Y- serd igual a 1a menor de las n — 1 variables aleatorias, cada una de las cuales
tiene una distribucién exponencial con parametro . Del teorema 4 resulta que Y> tendrd
una distribucién exponencial con parametro (n — 1)4.

Continuando de esta forma, se deducira que la distribucién del intervalo de tiempo
Y5 entre el fallo de la segunda bombilla y la tercera serd una distribucién exponencial con
pardmetro (n — 2)B. Por udltimo, después de haber fallado todas las bombillas excepto
una, la distribucién del intervalo de tiempo adicional hasta que falle la dltima bombilla
serd una distribucién exponencial con pardmetro 3.

EJERCICIOS

1. Supéngase que X tiene una distribucién gamma con pardmetros o y [ y que c
es una constante positiva. Demuéstrese que ¢X tiene una distribucién gamma con
parametros o y 3/c.

2. Represéntese la f.d.p. de la distribucién gamma para cada uno de los siguientes pares
de valores de los pardmetros a y 3: (@) a=1/2y =1, b)a=1y =1, (¢)
a=2yp =1

3. Determinese la moda de la distribucién gamma con pardmetros « y 3.

4. Represéntese la f.d.p. de la distribucién exponencial para cada uno de los siguientes
valores del pardmetro 5: (a) 8 =1/2,(b) B =1y (¢c) B = 2.

5. Supéngase que X;,...,X, constituyen una muestra aleatoria de tamafio n de una
distribucién exponencial con pariametro 3. Determinese la distribucién de la media
muestral X .

6. Supdngase que el nimero de minutos necesarios para atender a un cliente en la caja
registradora de un supermercado tiene una distribucidn exponencial cuya media es
3. Utilizando el teorema central del limite, determinese la probabilidad de que el

tiempo total requerido para atender una muestra aleatoria de 16 clientes sea superior
a una hora.

7. Supbéngase que las variables aleatorias X;,..., X son independientes y que X;
tiene una distribucién exponencial con pardmetro igual a 3; (¢ = 1,...,k). Sea
Y =min{X,, ..., X% }. Demuéstrese que Y tiene una distribucién exponencial con
parametro 3; + - - -+ Bk.
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Supdngase que cierto sistema contiene tres ‘componentes que funcionan indepen-
dientemente unos de otros y que estin conectados en serie, como se definié en el
ejercicio 4 de la seccién 3.7, de forma que el sistemna falla tan pronto como uno de
los componentes falla. Supdngase que el tiempo de vida del primer componente, me-
dido en horas, tiene una distribucién exponencial con pardmetro 5 = 0.001; el tiempo
de vida del segundo componente tiene una distribucién exponencial con parametro
£ = 0.003 y que el tiempo de vida del tercer componente tiene una distribucién ex-
ponencial con parametro 8 = 0.006. Determinese la probabilidad de que el sistema
no falle antes de 100 horas.

Supdéngase que un sistema electronico contiene n componentes similares que funcio-
nan independientemente unos de otros y que estdn conectados en serie, de forma que
el sistema falla tan pronto como uno de los componentes falla. Supéngase también
que el tiempo de vida de cada componente, medido en horas, tiene una distribucién
exponencial con media p. Determinese la media y la varianza del tiempo de espera
hasta que falle el sistema.

Supéngase que n articulos van a ser probados similltaneamente, que los articulos son
independientes y que la duracion de cada articulo tiene una distribucién exponencial
con parametro 5. Determinese el tiempo de espera hasta que fallen tres articulos.
Sugerencia: El valor requerido es E(Y; + Y2 + Y3).

Considérese de nuevo el sistema electrénico descrito en el ejercicio 9, pero supéngase
ahora que el sistema continda funcionando hasta que fallan dos componentes. De-
terminense la media y la varianza del tiempo de espera que falla el sistema.

Supédngase que cinco estudiantes van a realizar un examen independientemente unos
de otros y que el nimero de minutos que cualquier estudiante necesita para terminar el
examen tiene una distribucidn exponencial con media 80. Supdéngase que el examen
empieza a las nueve de la mafana Determinese la probabilidad de que al menos uno
de los estudiantes termine el examen antes de las diez menos veinte de la mafiana.

Supdéngase de nuevo que cinco estudiantes van a realizar el examen del ejercicio 12
y que el primer estudiante termina el examen a las nueve y veinticinco de la mafiana.
Determinese la probabilidad de que al menos otro estudiante termine el examen antes
de las diez de la mafnana.

Supdéngase de nuevo que cinco estudiantes van a realizar el examen del ejercicio 12.
Determinese la probabilidad de que ningiin par de estudiantes termine el examen con
una diferencia de mas de diez minutos uno de otro.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucién de Pareto con pardmetros
zog ya (zo > 0y a > 0)si X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. f(z|zo, @)
es la siguiente:

arg
f(,l’l-"co;a) - xa+l

0 para = < xp.

para z > xg,
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16.

17.

18.

19.

Demuéstrese que si X tiene una distribucién de Pareto, entonces la variable aleatoria
log(X/xzo) tiene una distribucién exponencial con pardmetro o. -«

Supbngase que una variable aleatoria X tiene una distribucién normal con media
y varianza o2, Determinese el valor de E[(X — px)?*] paran =1,2,....

Considérese una variable aleatoria X para laque Pr(X > 0) =1 y cuya f.d.p.es f
y cuya f.d. es F. Considérese ademis la funcién h definida como sigue:

f(z)
= -——— 0.
h(z) 1— F(z) paraz >
La funcién h se denomina tasa de fracaso o funcién de azar de X. Demuéstrese que

si X tiene una distribucién exponencial, entonces la tasa de fracaso h(z) es constante
para x > 0.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucidn de Weibull con pardmetros
ayb(a>0yb> 0)si X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. f(z|a, d) es
la siguiente:

b _b-1,—(afa) )
=z para z > 0,
f(zla,b) = {

0 para =z < 0.

Demuéstrese que si X tiene esta distribucién de Weibull, entonces la vanable aleatoria
X?® tiene una distribucién exponencial con pardmetro 8 = a~°.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una tasa de fracaso creciente si la tasa de
fracaso h(x) definida en el ejercicio 17 es una funcién creciente de =z paraz > 0, y se
dice que X tiene una tasa de fracaso decreciente si h(z) es una funcién decreciente
de = para x > 0. SupOngase que X tiene una distribucién de Weibull con pardmetros
a y b, como se defini6 en el ejercicio 18. Demuéstrese que X tiene una tasa de fracaso
creciente si b > 1 y que X tiene una tasa de fracaso decreciente si b < 1.

5.10

DISTRIBUCION BETA

Definicion de la distribucion beta

Se dice que una variable aleatoria .X tiene una distribucién beta con parédmetros o 'y
B(a >0y B > 0)si X tiene una distribucién continua cuya f.d.p. f(z|«,3) es la
siguiente:

T(a)T(B) "

0 €n otro caso.

T(a+0) o1 B—1
f(zla, B) = { (1—2) para 0 <z <1, 1)
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Para comprobar que el valor de la integral de esta f.d.p. sobre la recta real es 1, se
debe demostrar que para o >0y 8 > 0,

o «
A ma—l(l )ﬁ e I];(( )};(g)) 2)

De la definicién de la funcién gamma, resulta que

T'(a)T(B) = /oo u*le~¥ dy /oo P=1le=v gy

3)
—/ / u® 1P~ le= () gy dy.

Se deﬁpiré ahora
u
u-+v

r =

y=1u-+v.

Entonces, u = zy Y v = (1 — z) y, y se puede determinar que el valor del jacobiano de
esta transformacion inversa es y. Ademds, como u y v varian sobre todos los valores
positivos, = variari en el intervalo (0, 1) e y variari sobre todos los valores positivos. De
la ecuacién (3), se obtiene ahora la relacién '

1 (o]
T(a)T(B) = A /; z® Y1 — 2)P Yy HP-le=V dy dx

1
=l(a+ ,3)/0 z*7 11 — 2)P " de.

Por tanto, se ha verificado la ecuacién (2).

En la ecuacién (1) se puede verificar que la distribucién beta con pardmetros o = 1
y 8 = 1 es simplemente la distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1).

Momentos de la distribuciéon beta

Cuando la distribucién de una variable aleatoria X estd dada por la ecuacién (1), los
momentos de X se calculan facilmente. Para &k = 1,2,.. .,

. 1 i
B(x*) = [ ot (sl f)do
_ Ia+8)
© T(e)T(B)
Por tanto, de la ecuacion (2),
P(e+B) T(a+k)'(B)
L(e)T(B) T(ax+k+pB)
ala+1) - (a+k—-1) .
(e+B)a+pB+1)--(a+B+k—-1)

1
goth=1(1 _ )f-14g,

E'(Xk) =
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Resulta que

E(X) = —
=213
ala+ 1) ( « >2
Var(X) = —
(%) (a+B)(la+pB+1) o+ f
_ af
(a4 B)P(a+ B+ 1)
EJERCICIOS

1. Determinese la moda de la distribucion beta con pardmetros « y 3, suponiendo que
a>1ypg>1.

2. Represént'ese la f.d.p. de la distribucién beta para cada una de las siguientes parejas
de valores de los parametros:

@a=1/2yp=1/2, a=1/2yp8 =1,
Q©Qa=1/2yp =2, @a=1yB=1,
@a=1yp=2, Da=2yp =2,
(g)a=25y 3 =100, (h)a =100y 8 = 25.

3. Supébngase que X tiene una distribucién beta con parimetros o y 5. Demuéstrese
que 1 — X tiene una distribucién beta con paridmetros 8 y .

4. Supébngase que X tiene una distribucién beta con pardmetros a y 3, y sean r y s
enteros positivos. Determinese el valor de E[ X" (1 — X)*].

5. Supbngase que X e Y son variables aleatorias independientes, que X tiene una
distribucién gamma con pardmetros «; y 3, y que Y tiene una distribucién gamma
con pardmetros a2 y 8. Sean U = X/(X +Y)y V = X 4+ Y. Demuéstrese (a)
que U tiene una distribucién beta con pardmetros «; y ao y (b) que U y V son
independientes. |

6. Supébngase que X; y X, constituyen una muestra aleatoria de dos observaciones de
una distribucién exponencial con pardmetro 5. Demuéstrese que X; /(X1 + X53)
tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1).

7. Supéngase que la proporcién X de articulos defectuosos en un gran lote es desco-

nocida y que X tiene una distribucién beta con pardmetros « y 3.

(a) Si se selecciona al azar un articulo del lote, ;cual es la probabilidad de que sea
defectuoso?
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(b) Si se seleccionan al azar dos articulos del lote, ;cudl es la probabilidad de que
ambos sean defectuosos?

5.11 DISTRIBUCION MULTINOMIAL

Definicion de la distribucion multinomial

Supdéngase que una poblacién contiene articulos de k tipos distintos (k > 2) y que la
proporcién de articulos del tipo : en la poblacién es p; (i = 1,...,k). Se supone que
p; > Oparai = 1,...,k y que Zf=1 p; = 1. Ademds, supéngase que se seleccio-
nan al azar con reemplazamiento n articulos de la poblacién y sea X; el nimero de
articulos seleccionados que son del tipo 7 (¢ = 1,...,k). Se dice entonces que el vec-
tor aleatorio X = (Xi,...,Xy) tiene una distribucién multinomial con pardmetros n 'y
p = (p1,--.,pr). Se deducird ahora la f.p. de X.

Se puede imaginar que los n articulos se seleccionan de la poblacién de uno en uno,
con reemplazamiento. Puesto que las n selecciones se realizan independientemente unas
de otras, la probabilidad de que el primer articulo sea del tipo 7;, el segunde articulo,
del tipo 12 y asi sucesivamente es simplemente p;, p;, - - - p;,,. Por tanto, la probabilidad
de que la sucesion de n resultados conste de exactamente z; articulos del tipo 1, z-
articulos del tipo 2, y asi sucesivamente, seleccionados en un orden preespecificado, es
pI'p3? ---py*. Resulta que la probabilidad de obtener exactamente z; articulos del tipo
i(¢=1,...,k) es igual a la probabilidad p7*p3? - - - p;* multiplicada por el nimero total
de formas distintas en que se puede especificar el orden de los n articulos.

Como se demostrd en la seccion 1.9, el nimero total de formas diferentes en que se
pueden disponer n articulos cuando hay z; articulos del tipo 7 (¢ = 1, ..., k) viene dado
por el coeficiente multinomial

n!
171!:1:2! . -:L‘k! .
Por tanto,
n! 2 z
PI‘(Xl‘—“:L‘l,...,Xk:IL‘k)Zmpl -"pkk. (1)
Para cualquier vector # = (z1,...,zk), la f.p. f(x|n,p) de X esti definida por la

siguiente relacion:

f(z|n,p) = Pr(X = x) = Pr(Xy =z1,..., Xk = zk).

Si z,,...,z; son enteros no negativos tales que z; + --- + zx = n, entonces de la
ecuacion (1) resulta que
f(@ln,p) = ——pi® - i @
xz|n L E— A Y )
P x1!~--xk!p1 Py

Ademids, f(x|n,p) = 0 para cualquier otro vector x.
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Ejemplo 1: Asistencia a un partido de béisbol. Supbngase que el 23% de las personas
que asisten a un cierto partido de béisbol viven a menos de 10 millas del estadio, el 59%
viven entre 10 y 50 millas del estadio y el 18% viven a méis de 50 millas del estadio.
Supdngase también que se seleccionan 20 personas al azar entre los asistentes al partido.
Se determinari la probabilidad de que siete de las personas seleccionadas vivan a menos
de 10 millas del estadio, ocho de ellas vivan entre 10 y 50 millas del estadio y cinco de
ellas vivan a mds de 50 millas del estadio.

Supdéngase que el nimero de espectadores que asisten al partido es tan grande que
es imrelevante si las 20 personas se seleccionan con o sin reemplazamiento. Se puede,
por tanto, suponer que se seleccionan con reemplazamiento. De la ecuacién (1) o de la
ecuacidén (2), resulta entonces que la probabilidad requerida es

20!

718! 5|(0 23)’ (0 59)° (0 18)° = 0.0094. <«

Relacion entre la distribuciéon multinomial y la binomial

Cuando la poblaaon de la que se extrae la muestra contiene nicamente dos tipos distintos
de articulos, esto es, cuando & = 2, la distribucién multinomial se reduce a la distribucién
binomial. La comprobacion de esta relucion se puede demostrar como sigue: Supéngase
que, para k£ = 2, el vector aleatorio X = (.Y';, .X») tiene una distribucién multinomial con
parametros n y p = (1, p2). Entonces se debe cumplirque X = n—X; yps = 1—p;.
Por tanto, el vector aleatorio X queda en realidad determinado por la variable aleatoria
X, y la distribucion de X; depende dnicamente de los pardmetros n y p,. Ademds,
puesto que .X'; denota el nimero total de articulos del tipo 1 que se seleccionan en n
pruebas de Bernoulli, cuando la probabilidad de seleccién de cada prueba es p;, resulta
que X, tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p;.

En general, para cualquier valor concreto de & (k = 2,3,...), supéngase que el
vector aleatorio X = (.\';,..., X}) tiene una distribucién multinomial con parametros
nyp= (p1,...,pr). Puesto que X; se puede considerar como el mimero total de
articulos del tipo i que se seleccionan en n pruebas de Bernoulli, cuando la probabilidad
de seleccion de cada prueba es p;, resulta que la distribucién marginal de cada variable
X; (= 1,...,k) debe ser una distribucién binomial con pardmetros n y p;.

Medias, varianzas y covarianzas

Supdngase que un vector aleatorio X tiene una distribucién multinomial con parimetros
n y p. Puesto que la distribucién marginal de cada componente .X; es una distribucién
binomial con paridmetros n y p;, resulta que

E(N;) = np; y  Var(X;) = np; (1 — p;) para:z = 1,.... k. 3)
Se puede utilizar un argumento andlogo para deducir el valor de la covarianza de

dos componentes distintas cualesquiera .\; y \';. Puesto que la suma X; + .X; se puede
considerar como el nimero total de articulos del tipo ¢ o del tipo j que se seleccionan en
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n pruebas de Bemoulli, cuando la probabilidad de seleccién en cada prueba es p; + pj,
resulta que X; 4+ X; tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p; + p;. Por
tanto,

Var(X; + X;) = n (p; +p;) (1 — pi — pj)- @)
Sin embargo, tanbién se verifica que

Var(X; + X;) = Var(X;) + Var(X;) + 2 Cov(X;, X;)

&)
=np;i(1 — pi)+ npj(l — pj) +2 COV(X,',XJ').
Igualando las partes derechas de (4) y (5), se obtiene el siguiente resultado:
COV(X;’, Xj) = —npip;j- : | (6)

Las ecuaciones (3) y (6) especifican los valores de las medias, las varianzas y las
covarianzas para la distribucién multinomial con pardmetros n y p.

EJERCICIOS

1. Supéngase que F' es una f.d. continua en la recta real, y sean 3 y a2 nimeros tales
que F(a;) = 0.3 y F(ay) = 0.8. Si se seleccionan al azar 25 observaciones de
la distribucién cuya f.d. es F, ;cull es la probabilidad de que seis de los valores
observados sean menores que o1, diez de los valores observados estén entre a; y
a2 y nueve de los valores observados sean mayores que a2?

2. Si se lanzan cinco dados equilibrados, ;cuél es la probabilidad de que el nimero 1
y el nimero 4 aparezcan el mismo nimero de veces?

3. Supéngase que se carga un dado de tal forma que los nimeros 1,2, 3,4,5 y 6 tienen
distinta probabilidad de aparecer cuando se lanza el dado. Parai = 1,...,6, sea
pi la probabilidad de obtener el mimero ¢, y supéngase que p; = 0.11, p, = 0.30,
ps = 0.22, py = 0.05, ps = 0.25 y ps = 0.07. Supbngase también que se lanza el
dado 40 veces. Sea X; el nimero de lanzamientos en los que aparece un nimero
par y sea X2 el nimero de lanzamientos en los que aparece el nimero 1 o el nimero
3. Determinese el valor de Pr(X; = 20 y X2 = 15).

4. Supdngase que el 16% de los estudiantes de cierta escuela son de primer grado, el
14% son de segundo grado, el 38% son de peniltimo grado y el 32% son de dltimo
grado. Si se seleccionan al azar 15 estudiantes del colegio, ;cuél es la probabxhdad
de que al menos 8 estudiantes sean de primero o segundo grado?

5. En el ejercicio 4, sea X3 el nimero de estudiantes de peniltimo grado en la muestra
aleatoria de 15 estudiantes, y sea X4 el nimero de estudiantes de 1ltimo grado en la
muestra. Determinense los valores de £(X3 — X4) y el valor de Var(X3 — X4).
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6. Sup6ngase que las variables aleatorias X,,..., X son independientes y que X;
tiene una distribucién de Poisson con media A; (i = 1,...,k). Demuéstrese que
para cualquier entero positivo fijo n, la distribucién condicional del vector aleatorio
X = (X1,...,X), dado que Zle X; = n es una distribucién multinomial con
parimetros n y p = (p1, ..., Px), donde

A

= — parai:l,...,k.
k
Zj:lAj

P:

5.12 DISTRIBUCION NORMAL BIVARIANTE

Definicién de la distribucidn normal bivariante

Supbngase que Z, y Z2 son variables aleatorias independientes cada una de las cuales
tiene una distribucién normal tipificada. Entonces la f.d.p. conjunta g(z1,22) de Z1 y Z5
para cualesquiera valores de z; y z2 estd dada por la ecuacién

1 1
oe1,22) = 5 exp [ =3 + )] M

Para cualesquiera constantes p1, pt2,01,02 y p tales que —oo < p; < oo (i = 1,2),
0; >0(:=1,2) y —1 < p < 1, se definen ahora dos nuevas variables aleatorias X; y
X2 como sigue: .

X1 =012, + 1,

X2 =02 [PZ1 + (1 - Pz)l/zzz] + pa. @
Se deduciréd ahora la f.d.p. conjunta f(x,,z2) de X; y Xo.

La transformacién de Z; y Z2 a X; y X5 es una transformacion lineal y se verificard
que el determinante A de la matriz de coeficientes de Z; y Z; tiene el valor A =
= (1 — p?)*/%0,02. Por tanto, como se explic6é en la seccién 3.9, el jacobiano J de la
transformacién inversade X; y Xoa Z; y Za es

S 1
TA T U= 200,

3

Puesto que J > 0, el valor de |J| es igual al valor de J. Si se resuelven las relaciones
(2) para Z; y Z- en funcién de X; y X5, entonces la f.d.p. conjunta f(2,,z2) se puede
obtener reemplazando z; y z2 en la ecuacién (1) por sus expresiones en funciébnde z; y z»
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y multiplicando luego por |J|. Se puede demostrar que el resultado para —co < z; < o©
y —00o < Ty < 00, €S

‘ B 1 { 1 131—/11)2
f(zy,w2) = 27 (1 — p2)/ 20104 xp —2(1—p2) o1
T, — U T2 — M2
_2,,( = )( - ) @
2
L2 — M2
+(252) 1}

Cuando la f.d.p. conjunta de dos variables aleatorias X; y X, es de la forma de
la ecuacién (4) se dice que X; y X tienen una distribucién normal bivariante. Las
" medias y las varianzas de 1a distribucién normal bivariante especificada por la ecuacién (4)
se pueden deducir facilmente de las definiciones de la ecuacién (2). Puesto que Z; y
Z, son independientes y cada una tiene media 0 y varianza 1, resulta que F(X,) =
= p1,E(X2) = pa, Var(X1) = o2 y Var(X,) = o2. Ademis, se puede demostrar
utilizando la ecuacién (2) que la Cov(Xi, X2) = poios. Por tanto, la correlacién de
X1 y X2 es simplemente p. En resumen, si X; y X, tienen una distribucién normal
bivariante cuya f.d.p. estd dada por la ecuacién (4), entonces

E(X:))=pm y Var(X;)=o? parai=1,2.

Ademas,
p(X17X2). =p.

. Ha resultado conveniente introducir la distribucién normal biyvariante como la dis-
tribucién conjunta de ciertas combinaciones lineales de variables aleatorias independien-
tes que tienen distribucién normal tipificada. Debe subrayarse, sin embargo, que la dis-
tribucién normal bivariante aparece directa y naturalmente en muchos problemas practicos.
Por ejemplo, para muchas poblaciones, la distribucién conjunta de dos caracteristicas
fisicas como las estaturas y pesos de los individuos de una poblacién serd aproximada-
mente una distribucién normal bivariante. Para otras poblaciones, la distribucién conjunta
de las calificaciones de los individuos de la poblacién en dos pruebas relacionadas serd
aproximadamente una distribucién normal bivariante.

Distribuciones marginales y condicionales

Distribuciones marginales. Se continuari suponiendo que las variables aleatorias X; y X,
tienen una distribucién normal bivariante y su f.d.p. conjunta estid dada por la ecuacién (4).
En el estudio de las propiedades de esta distribucién, serd conveniente representar X, y
X como en la ecuacién (2), donde Z; y Z, son variables aleatorias independientes con
distribucién normal tipificada. En particular, puesto que X; y X, son combinaciones
lineales de Z, y Z,, de esta representacién y del corolario 1 de la seccién 5.6, resulta que
las distribuciones marginales de X; y X son también distribuciones normales. Entonces,
para i = 1,2, la distribuci6én marginal de X; es una distribucién normal con media u; y
varianza o?.
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Independencia y correlacién. Si X; y X2 no estin correlacionadas, entonces p = 0. En
este caso, se puede observar de la ecuacién (4) que la f.d.p. conjunta f(z;, z,) se factoriza
en el producto de la f.d.p. marginal de X, y la f.d.p. marginal de X,. Por tanto, X; y
X, son independientes y se ha establecido el siguiente resultado:

Dos variables aleatorias X, y X2 que tienen una distribuciéon normal bivariante son
independientes si, y sélo si, no estan correlacionadas. ,

Se ha visto ya en la seccién 4.6 que dos variables aleatorias X; y X, con una dis-
tribucién conjunta arbitraria pueden estar no correlacionadas sin que sean independientes.

Distribuciones condicionales. 1.a distribucién condicional de X5, dado que X; = z,, se
puede deducir también de la representacion de la ecuacién (2). Si X; = z;, entonces
Z1 = (z1 — p1)/0o1. Por tanto, la distribucién condicional de X, dado que X, = z;, es
la misma que la distribucién condicional de

(1 — p)Y20225 + p2 + poa (-’810;#1> . )
1

Puesto que Z» tiene una distribucién normal tipificada y es independiente de X, de (5)

resulta que la distribucién condicional de X, dado que X; = =z,, es una distribucién

normal cuya media es

E(Xz|z1) = p2 + po2 (1‘10—1#1) (6)
-y su varianza (1 — p?)oZ.

La distribucién condicional de X,;, dado que X, = z2, no se puede deducir tan
facilmente de la ecuacién (2) debido a que Z; y Z;, intervienen en forma distinta en la
ecuacion (2). Sin embargo, de la ecuacién (4) se observa que la f.d.p. conjunta f(z;,z5)
es simétrica en las dos variables (z, — p1)/o1 y (22 — p2)/o2. Por tanto, resulta que
la distribuciéon condicional de X;, dado que X, = z,, se puede determinar de la dis-
tribucién condicional de X, dado que X; = =, (esta distribucién acaba de ser deducida),
simplemente intercambiando z; y z2, intercambiando p; y pu2, e intercambiando o y o3.
Entonces, la distribucién condicional de X, dado que X, = z, debe ser una distribucién
normal cuya media es :

E(Xi|z2) = p1 + po (-7320—2#2) @)
y la varianza es (1 — p?)o?.

Se ha demostrado que cada distribucién marginal y cada distribucién condicional de
una distribucién normal bivariante es una distribucién normal univariante.

Se deben resaltar algunas caracteristicas particulares de la distribucién condicional
de X,, dado que X; = z;. Si p # 0, entonces EF(X2|z1) es una funcién lineal del
valor concreto z;. Si p > 0, la pendiente de .esta funcién lineal es positiva. Si p <
< 0, la pendiente de la funcién es negativa. Sin embargo, la varianza de la distribucién
condicional de X2, dado que X; = z;, es (1 — p?)o2 y su valor no depende del valor
concreto z;. Ademds, esta varianza de la distribucién condicional de X2 es menor que
la varianza o3 de la distribucién marginal de Xo.
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Ejemplo 1: Prediccién del peso de una persona. Sea X; la estatura de una persona
seleccionada al azar de cierta poblacién, y sea X, el peso de la persona. Supdngase que
estas variables aleatorias tienen una distribucién normal bivariante cuya f.d.p. est4d dada.
por la ecuacién (4) y que se debe predecir el peso de la persona Xs. Se comparari el
menor E.CM. que se puede alcanzar cuando se debe predecir el peso de la persona si
se conoce su estatura con el menor E.CM. que se puede alcanzar si su estatura no es
conocida.

Si la estatura de la persona no es conocida, entonces la mejor prediccién de su peso
es la media E(X,) = py y el ECM. de esta prediccion es la varianza o2. Si se sabe
que la estatura de la persona es z;, entonces la mejor prediccién es la media F(X2|z1)
de la distribucién condicional de X, dado que X; = z;, y el E.C.M. de esta prediccién
es la varianza (1 — p?)o2 de esta distribucién condicional. Por tanto, cuando se conoce
el valor de X;, el E.CM. se reduce de 02 a (1 — p?)o2. <

Puesto que la varianza de la distribucién condicional del ejemplo 1 es (1 — p?)o2,
independientemente de la estatura conocida z; de la persona, resulta que la dificultad de
predecir el peso de la persona es la misma para una persona alta, una persona baja o
una persona de estatura mediana. Ademds, puesto que la varianza (1 — p?)c2 decrece a
medida que |p| crece, resulta que es fécil predecir el peso de una persona a partir de su
estatura cuando se selecciona la persona de una poblacién en la que la estatura y el peso
estdn muy correlacionadas.

Ejemplo 2: Determinacion de una distribuciéon marginal. Supéngase que una variable
aleatoria X tiene una distribucién normal con media u y varianza o2 y que para cualquier
nimero z, la distribucién condicional de otra variable aleatoria Y dado X = z es una
distribucién normal con media = y varianza 72. Se determinar4 la distribucién marginal
de Y.

Se sabe que la distribucién marginal de X es una distribucién normal y que la distri-
bucién condicional de Y dado X = x es una distribucién normal cuya media es una
funcién lineal de z y cuya varianza es constante. Resulta que la distribucién conjunta de
X e Y debe ser una distribucién normal bivariante. Por tanto, 1a distribucién marginal de
Y es también una distribucién normal, cuya media y varianza deben ser determinadas.

La mediadeY es

E(Y)=FE[EY|X)] = E(X) = p.
Ademas, por el ejercicio 10 de 1a secci6én 4.7,

Var(Y) = E [Var(Y | X)] + Var[E(Y | X)]
— E(r?) + Var(X)
= T2 —+ 02.

Resulta, por tanto, que la distribucién de Y es una distribucién normal con media p y
varianza 72 4 2. <«
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Combinaciones lineales

Supéngase de nuevo que dos variables aleatorias X; y X, tienen una distribucién nor-
mal bivariante cuya f.d.p. estd dada por la ecuacién (4). Considérese ahora la variable
aleatoria ¥ = a1 X; + a2 X2 + b, donde a;,a, y b son constantes arbitrarias concretas.
Tanto, X; como X, pueden representarse, como en la ecuacién (2), mediante una combi-
nacién lineal de variables aleatorias normales independientes Z; y Z2. Puesto que Y es
una combinacién lineal de X; y X2, resulta que Y se puede representar también como
una combinacién lineal de Z; y Z,. Entonces, por el corolario 1 de la seccién 5.6, la
distribucién de Y sera también una distribucién normal. Por tanto, ha sido establecida la
siguiente importante propiedad.

Si dos variables aleatorias X, y X, tienen una distribucién normal bivariante,
entonces cualquier combinacion lineal Y = a1 X1+ a3 X2 +0b tendrd una distribucion
normal.

La media y la varianza de Y son las siguientes:

E(Y) = alE(Xl) + azE(Xz) +b
=ayp; +azp2+b

Var(Y) = a?Var(X;) + a3Var(X3) + 2a;a2Cov(X1, X3)

2 2 2
= afor1 + a505 + 2a,a3 p 0105.

Ejemplo 3: Estaturas de matrimonios. Supéngase que se selecciona al azar un matrimo-
nio de una poblacién de matrimonios y que la distribucién conjunta de la estatura de la
mujer y la de su marido es una distribucién normal bivariante. Supéngase que las estaturas
de las mujeres tienen una media 66.86 pulgadas y una desviacion tipica de 2 pulgadas,
que las estaturas de los maridos tienen una media de 70 pulgadas y una desviacién tipica
de 2 pulgadas, y que la correlacién entre estas dos estaturas es 0.68. Se determinari la
probabilidad de que la mujer sea mds alta que su marido.

Si se denota por X la estatura de la mujer y por Y la estatura de su marido, entonces
se debe determinar el valor de Pr(X —Y > 0). Puesto que X e Y tienen una distribucién
normal bivariante, resulta que la distribucién de X — Y tendra una distribucién normal
cuya media es

E(X-Y)=668—-70=-3.2
y la varianza es
Var(X — Y) = Var(X) + Var(Y) — 2 Cov(X,Y)
=44+ 4—2(0.68) (2) (2) = 2.56.
Por tanto, la desviacién tipica de X — Y es 1.6.

La variable aleatoria Z = (X — Y + 3.2)/(1.6) tendrd una distribucién normal
tipificada. En la tabla del final del libro se puede comprobar que

Pr(X =Y >0)=Pr(Z2>2)=1—-2(2)
= 0.0227.
Por tanto, la probabilidad de que 1a mujer sea més alta que su marido es 0.0227. «
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EJERCICIOS

1. Supéngase que un estudiante seleccionado al azar de una poblacién concreta va
a realizar dos pruebas distintas A y B. Supdngase, ademds, que la media de la
calificacién de la prueba A es 85 y la desviacién tipica es 10, que la media de la
calificacion de la prueba B es 90 y la desviacién tipica es 16, que las calificaciones
de las dos pruebas tienen una distribucién normal bivariante y que la correlacién de
las dos calificaciones es 0.8. Si la calificacién del estudiante en la prueba A es 80,
jcudl es la probabilidad de que su calificacién en la prueba B sea mayor que 907

2. Considérense de nuevo las dos pruebas A y B descritas en el ejercicio 1. Si se
selecciona al azar un estudiante, ;cudl es la probabilidad de que la suma de sus
calificaciones en las dos pruebas sea mayor que 200?

3. Considérense de nuevo las dos pruebas A y B descritas en el ejercicio 1. Si se
selecciona al azar un estudiante, ;jcuil es la probabilidad de que su calificacién en la
prueba A sea mayor que su calificacién en la prueba B?

4. Considérense de nuevo las dos pruebas A y B descritas en el ejercicio 1. Si se selec-
ciona al azar un estudiante y su calificacién en la prueba B es 100, ;jqué prediccién
de su calificacién en la prueba A tiene el menor E.C.M. y cudl es el valor de este
E.C.M. minimo?

S. Supdbngase que las variables aleatorias X; y X tienen una distribucién normal biva-
riante cuya f.d.p. estd dada por la ecuacién (4). Determinese el valor de la constante
b para la cual Var(X; + bX>2) es minima.

6. Supébngase que X; y X» tienen unadistribucién normal bivariante tal que £ (X;|X2) =
- =3.7- 0.15 X5, E(X2| X;) =0.4— 0.6X; y Var(X2|X:) = 3.64. Determinense
la media y la varianza de X, la media y la varianza de X, y la correlacién de X,

y la de X,.

7. Sea f(z1,z2) la f.d.p. de la distribucién normal bivariante especificada en la ecua-
cién (4). Demuéstrese que el valor maximo de f(z;,z2) se alcanza en el punto

T1 = M1 Y T2 = H2.

8. Sea f(x;, z2) la f.d.p. de una distribucién normal bivariante dada por la ecuacién (4),
y sea k una constante tal que

1
2m(1 — p2)/20,05

0<k<

Demuéstrese que los puntos (x1, ) tales que f(z,,z3) = k pertenecen a un circulo
sip=0y o1 =02y que en otro caso €s0s puntos pertenecen a una elipse.
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9.

10.

Supéngase que dos variables aletorias X; y X tienen una distribucién normal biva-
riante y que otras dos variables aleatorias Y; e Y, se definen como sigue:

Y: = a1 X1 + a12X2 + by,

Yo = a2 X1 + a2 X2 + ba,

donde
aii as # 0
asy asga

Demuéstrese que Y; e Y, también tienen una distribucién normal bivariante.

Supéngase que dos variables aleatorias X; y X, tienen una distribucién normal
bivariante y que Var(X;) = Var(X,;). Demuéstrese que la suma X; + X, y la
diferencia X; — X2 son variables aleatorias independientes.

5.13 EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS

. Supdngase que X,Y y Z son variables aleatorias i.i.d. y que cada una tiene una

distribucién normal tipificada. Evaliese Pr(3X + 2Y < 62 — 7).

Supéngase que X e Y son variables aleatorias independientes de Poisson tales que
Var(X )+ Var(Y) = 5. Evalidese Pr(X +Y < 2).

Supéngase que X tiene una distribucién normal tal que Pr(X < 116) = 0.20 y
Pr(X < 328) = 0.90. Determinense la media y la varianza de X.

. Supbngase que se selecciona una muestra aleatoria de cuatro observaciones de una

distribuciéh de Poisson con media A y sea X la media muestral. Demuéstrese que

Pr (-X—< :‘1):) = (42 + 1)e .
La duracién X de un componente electrénico tiene una distribucién exponencial tal

que Pr(X < 1006) = 0.75. ;Cudl es la duraci6én esperada del componente?

Supéngase que X tiene una distribucién normal con media g y varianza 2. Expré-
sese E(X3) en términos de p y o2,
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Supbéngase que se selecciona una muestra aleatoria de 16 observaciones de una dis-
tribucién normal con media u y desviacién tipica 12 y que se selecciona indepen-
dientemente otra muestra aleatoria de 25 observaciones de una distribucién normal
con la misma media p y desviacién tipica 20. Sean X e Y las medias muestrales de
las dos muestras. Evaldese Pr(|X — Y| < 5).

SupOngase que los hombres que llegan a un despacho de billetes 1o hacen de acuerdo
con un proceso de Poisson a una tasa de 120 por hora y que las mujeres llegan
de acuerdo con un proceso de Poisson independiente a una tasa de 60 por hora.
Determinese la probabilidad de que no lleguen més de cuatro personas en un periodo
de un minuto.

Supdngase que X, X, ... son variables aleatorias i.i.d. cada una de las cuales tiene
fg.m. ¥(t). SeaY = X+ --+Xn, donde el nimero de términos N en esta suma es
una variable aleatoria que tiene una distribucién de Poisson con media A. Supbngase
que N y X;,X2,... son independientes y que Y = 0 si NV = 0. Determinese la
fgmdeY.

Cada domingo por la mafana, dos nifios, Mario y Fernando, tratan independiente-
mente de hacer volar sus aviones de aeromodelismo. Cada domingo, Mario tiene
una probabilidad de hacer volar su avién con un éxito de 1/3 y Fernando tiene una
probabilidad de hacer volar su avi6én con un éxito de 1/5. Determinese el nimero
esperado de domingos requeridos hasta que al menos uno de los dos nifios logre un
vuelo con éxito.

SupSngase que se lanza una moneda equilibrada hasta que hayan aparecido al menos
unacara y una cruz. Sea X el nimero de lanzamientos que se necesitan. Determinese
la f.p. de X.

Supéngase que se lanza un par de dados equilibrados 120 veces y sea X el nimero
de lanzamientos en los que la suma de los dos nimeros es 7. Utilicese el teorema
central del limite para determinar un valor de %k tal que Pr(|X — 20| < k) sea
aproximadamente 0.95.

Supéngaseque X,,...,X,, constituyenuna muestra aleatoria de unadistribucién uni-
forme sobre el intervalo(0,1). SeaY; =min{X,,...,X,},Y, =max{X;,...,X,}
y W =Y, —Y;. Demuéstrese que cada una de las variables Y;,Y;, y W tienen una
distribucidn beta.

Supéngase que ocurren sucesos de acuerdo con un proceso de Poisson a una tasa de
cinco sucesos por hora.
(a) Determinese la distribucién del tiempo esperado 77 hasta que ocurre el primer
suceso.
(b) Determinese la distribucién del tiempo total esperado 7} hasta que han ocurrido
k sucesos.

(c) Determinese la probabilidad de que ninguno de los primeros & sucesos ocurran
con una diferencia de 20 minutos uno de otro.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Supdngase que cinco componentes estin funcionando simultidneamente que los tiem-
pos de vida de los componentes son i.i.d. y que cada tiempo de vida tiene una
distribucién exponencial con pardmetro 3. Sea T3 el tiempo desde inicio del proceso
hasta que falla uno de los componentes y sea 75 el tiempo total hasta que han fallado
ios cinco componentes. Evaliese Cov(77,T5).

Supbngase que X; y X2 son variables aleatorias independientes y que X; tiene
una distribucién exponencial con pardmetro 3; (: = 1,2). Demuéstrese que para
cualquier constante &£ > 0,

B2
kB1 + B2

Supédngase que 15000 personas de una ciudad con una poblacién de 500 000 estan
viendo cierto programa de televisién. Si se entrevistan al azar 200 personas de la
ciudad, ;cudl es la probabilidad aproximada de que menos de cuatro de ellas estén
viendo el programa?

PT‘(X1 > ng) =

Supdngase que se desea estimar la proporcién de personas en una poblacidén grande
que tiene cierta caracteristica. Se selecciona sin reemplazamiento una muestra aleato-
ria de 100 personas y se observa la proporcién X de personas en la muestra que
tienen la caracteristica. Demuéstrese que, independientemente de 1o grande que sea
la poblacién, la desviacién tipica de X es a lo sumo 0.05.

Supéngase que X tiene una distribucién binomial con pardmetros n y p y que Y
tiene una distribucién binomial negativa con pardmetros r y p, donde r es un entero
positivo. Demuéstrese que Pr(X < r) = Pr(Y > n — r) probando que ambas partes,
izquierda y derecha, de esta ecuacién se pueden considerar como la probabilidad del
mismo suceso en una sucesién de pruebas de Bernoulli con probabilidad de éxito p.

Supéngase que X tiene una distribucién de Poisson con media A¢ y que Y tiene una
distribucién gamma con pardmetros « = k y # = A, donde k es un entero positivo.
Demuéstrese que Pr(X > k) = Pr(Y < t) mostrando que ambas partes, izquierda y
derecha, de esta ecuacion se puede considerar como la probabilidad del mismo suceso

en un proceso de Poisson en que el nimero esperado de ocurrencias por unidad de
tiempo es A.

Supéngase que X tiene una distribucién de Poisson con una media muy grande A.
Expliquese por qué la distribucién de X se puede aproximar por una distribucién
normal con media A y varianza A. En otras palabras, expliquese por qué (X~

—A)/AY2? converge en distribucién, cuando A — oo, a una vanable aleatoria que
tiene distribucién normal tipificada.

Supéngase que X tiene una distribucién de Poisson con media 10. Utilicese el
teorema central del limite, con y sin correccidén por continuidad, para determinar un
valor aproximado para Pr(8 < X < 12). Utilicese la tabla de probabilidades de
Poisson del final del libro para evaluar la calidad de estas aproximaciones.
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Supdéngase que X es una variable aleatoria que tiene una distribucién continua con
fd.p. f(z) y f.d. F(z) y para la cual Pr(X > 0) = 1. Sea la tasa de fracaso h(z)
como se definié en el ejercicio 17 de la seccién 5.9. Demuéstrese que

exp [— /Oz h(t)dt] =1- F(2).

Supdngase que el 40% de los estudiantes de una gran poblacién son estudiantes de
primer grado, el 30% son de segundo grado, el 20% son de penidltimo grado y el
10% son de ultimo grado. Supdngase que se seleccionan al azar 10 estudiantes de la
poblacién y sean X, X2, X3 y X4 los nimeros obtenidos de estudiantes de primero,
segundo, peniltimo y ultimo grado, respectivamente.

(a) Determinese p(X;, X;) para cada par de valores 7 y j(i < j).

(b) (Para qué valores de i y j (i < j) es mds negativa p(X;, X;)?

(c) ;Para qué valores de i y j (i < j) estd p(X;, X;) mds cerca de 0?

Supdngase que X; y X3 tienen una distribucién normal bivariante con medias p; y
p2, varianzas o2 y o3 y correlacién p. Determinese la distribucién de X; — 3X5.

Supéngase que X tiene una distribucién normal tipiﬁczida y que la distribucién condi-
cional de Y dado X es una distribucién normal con media 2X — 3 y varianza 12.
Determinese la distribucién marginal de Y y el valor de p(X,Y).

Supéngase que X; y X, tienen una distribucién normal bivariante con E(X,) = 0.
Evaldese E(XZX>).







Estimacion

6.1 INFERENCIA ESTADISTICA

Naturaleza de la inferencia estadistica

En los cinco primeros capitulos de este libro se expusieron 1a teoria y los métodos de la
probabilidad. En los cinco capitulos restantes se expondrin la teoria y los métodos de
la inferencia estadistica. Un problema de inferencia estadistica o, més simplemente, un
problema de estadistica es un problema en el cual se han de analizar datos que han sido
generados de acuerdo con una distribucién de probabilidad desconocida y en el que se
debe realizar algin tipo de inferencia acerca de tal distribucién. En otras palabras, en un
problema de estadistica existen dos o mis distribuciones de probabilidad que podrian haber
generado algunos datos experimentales. En la mayoria de los problemas reales, existe
un nimero infinito de distribuciones posibles distintas que podrian haber generado los
datos. Analizando los datos, se intenta conocer la distribucién desconocida, para realizar
inferencias acerca de ciertas propiedades de 1a distribucién y determinar la verosimilitud
relativa que cada distribucién posible tiene de ser la correcta.

" Parametros

En muchos problemas de estadistica, la distribucién de probabilidad que gener6 los datos
experimentales es completamente conocida excepto por los valores de uno 0 més pardme-
tros. Por ejemplo, se podria saber que la duracién de cierto tipo de marcapasos nuclear
tiene una distribucién exponencial con pardmetro 3, como se defini6 en la seccién 5.9, pero
el valor exacto de § podria ser desconocido. Si se puede observar la duracién de varios
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marcapasos de este tipo, entonces, a partir de estos valores observados y de cualquier otra
informacion relevante de la que se pudiera disponer, es posible producir una inferencia
acerca del valor desconocido del parametro 5. Por ejemplo, podria interesar producir
la mejor estimacién del valor de § o especificar un intervalo en el cual se piensa que
probablemente se encuentre el valor de 3, o decidir si # es menor que un valor especifico.
Cominmente, no es posible determinar el valor exacto de £.

Como un ejemplo més, supdngase que se sabe que la distribucién de las estaturas
de los individuos de cierta poblacién es una distribucién normal con media p y varianza
o2, pero que los valores exactos de u y o? son desconocidos. Si se pueden observar
las estaturas de los individuos de una muestra aleatoria seleccionada de dicha poblacién,
entonces, a partir de esas estaturas observadas y de cualquier otra informacién que se
pueda tener acerca de la distribucién de estaturas, se puede realizar una inferencia acerca
de los valores de u y de los de o2.

En un problema de inferencia estadistica, cualquier caracteristica de la distribucién
que genera los datos experimentales que tenga un valor desconocido, como la media p o
la varianza o2 en el ejemplo anterior, se llama pardmetro de la distribucién. El conjunto
Q de todos los valores posibles del pardmetro # o de un vector de pardmetros (6, ..., 6;)
se llama espacio paramétrico.

En el primer ejemplo presentado, el pardmetro 3 de la distribucién exponencial debe
ser positivo. Por tanto, a menos que ciertos valores positivos de [ se puedan excluir
explicitamente como posibles valores de 3, el espacio paramétrico €2 sera el conjunto de
todos los niimeros positivos. En el segundo ejemplo presentado, 1a media p y la varianza
o? de la distribucién normal se pueden considerar como un par de pardmetros. Aqui
el valor de u puede ser un nimero real y o2 debe ser positiva. Por tanto, el espacio
paramétrico se puede considerar como el conjunto de todos los pares (u,0?2) tales que
—00 < 1 < ooy 02 > 0. M4s concretamente, si la distribuci6én normal en este ejemplo
representa la distribucién de las estaturas en pulgadas de los individuos de una poblacién
concreta, se podria tener la seguridad de que 30 < 1 < 100 y 02 < 50. En este caso, el
espacio paramétrico 2 se podria considerar como el conjunto, mds reducido, de todos los
pares (p,0?) tales que 30 < £ < 100y 0 < 02 < 50.

La caracteristica importante del espacio paramétrico €2 es que debe contener todos
los valores posibles de los pardmetros de un problema concreto, para tener la seguridad
de que el valor verdadero del vector de parametros sea un punto de 2.

Problemas de decision estadistica

En muchos problemas de estadistica, después de haber analizado los datos experimentales,
se debe tomar una decisién de entre una clase disponible de decisiones, con la propiedad
de que las consecuencias de cada decisién disponible dependen del valor desconocido
de cierto pardmetro. Por ejemplo, se podria tener que estimar el valor desconocido de
un parametro # cuando las consecuencias dependen de lo cerca que se encuentra nuestra
estimacién del valor correcto de #. Otro ejemplo, podria consistir en qué decidir si el valor
desconocido de # es mayor 0 menor que una constante especifica cuando las consecuencias
dependen de si la decisién es correcta o incorrecta.
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Disefio de experimentos

En algunos problemas de estadistica, se tiene cierto control sobre el tipo o la cantidad
de datos experimentales que se recogeran. Por ejemplo, considérese un experimento para
determinar la resistencia a la tensién media de cierto tipo de aleacién como una funcién
de la presién y la temperatura a las que se fabrica la aleacién. Es posible, dentro de
los limites de ciertas restricciones de presupuesto y tiempo, que el experimentador pueda
elegir los niveles de presion y temperatura a los que se fabricardn ciertos especimenes
experimentales de la aleacion y también especificar el nimero de especimenes que se
fabricardn en cada uno de estos niveles.

Tal problema, en el que el experimentador puede elegir (al menos hasta cierto grado)
el experimento concreto que se va a llevar a cabo, se llama problema de disefio de ex-
perimentos. Indudablemente, el disefio de un experimento y el anélisis estadistico de los
datos experimentales estan estrechamente relacionados. No se puede disefiar adecuada-
mente un experimento sin considerar el andlisis estadistico que se realizard con los datos
que se obtendrin, y no se puede llevar a cabo un anilisis estadistico correcto de datos
experimentales sin considerar el tipo concreto de experimento del cual se obtienen los
datos. -

Referencias

En el resto de este libro se considerardn muchos problemas diferentes de inferencia es-
tadistica, decisi6n estadistica y disefio de experimentos. Algunos libros que tratan la teoria
y métodos estadisticos al mismo nivel que se tratardn en este libro se mencionan al final
de la seccién 1.1. Algunos libros de estadistica de nivel mis avanzado son Cramér (1946),
Rao (1973), Zacks (1971) y (1981), DeGroot (1970), Ferguson (1967), Lehmann (1959,
1983), Bickel y Doksum (1977) y Rohatgi (1976).

6.2 DISTRIBUCIONES INICIAL Y FINAL

Distribucion inicial

Especificacién de una distribucién inicial. Considérese un problema de inferencia es-
tadistica en el que se van a seleccionar observaciones de una distribucién cuya f.d.p. o
f.p. es f(z|6), donde 6 es un pardmetro de valor desconocido. Se supone que el valor
desconocido del pardmetro # debe pertenecer a un espacio paramétrico 2. El problema
de inferencia estadistica introducido en la seccién 6.1 se puede describir, en términos
generales, como el problema de intentar determinar d6nde es probable que se encuentre
el verdadero valor de @ en el espacio paramétrico €2, partiendo de las observaciones de la
f.d.p. o la f.p. f(z|0).

En muchos problemas, antes de disponer de observaciones de f(z|6), el experimen-
tador o estadistico podrd resumir su informacidén y conocimiento previos acerca de dénde
es probable que se encuentre el valor de @ en el espacio paramétrico €2 construyendo una
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distribucién de probabilidad para ¢ en el conjunto 2. En otras palabras, antes de haber
obtenido u observado datos experimentales, 1a experiencia e informacién acumuladas por
el experimentador le conducirdn a la creencia de que es més probable que 6 se encuentre
en una cierta regién de 2 que en otras. Sup6ngase que las verosimilitudes relativas de
las distintas regiones se pueden expresar en funcién de una distribuciéon de probabilidad
sobre 2. Esta distribucién se denomina distribucién inicial de § porque representa la
verosimilitud relativa de que el verdadero valor de 6 se encuentre en cada una de las
diversas regiones de €2 antes de obtener observaciones de f(z|9).

Naturaleza controvertida de las distribuciones iniciales. El concepto de distribucién
inicial es muy controvertido en estadistica. Esta controversia esti estrechamente ligada a
la relacionada con el significado de probabilidad, que se trat6 en la seccién 1.2. Algunos
estadisticos creen que en todo problema estadistico se puede elegir una distribucién inicial
para el pardmetro . Creen que esta distribucién es una distribucién de probabilidad
subjetiva en el sentido de que representa la informacién y creencias subjetivas de un
experimentador individual acerca de ddénde es probable que se encuentre el verdadero
valor de 4. Creen también, sin embargo, que una distribucién inicial no es distinta de
ninguna otra distribucién de probabilidad utilizada en el campo de la estadistica, y que
todas las reglas de teoria de la probabilidad se aplican a una distribuci6n inicial. Se dice
que estos estadisticos se adhieren a la filosofia bayesiana de la estadistica.

Otros estadisticos piensan que en muchos problemas no es apropiado hablar de una
distribucién de probabilidad de #, porque el verdadero valor de @ no es una variable aleato-
ria, sino mis bien un cierto nimero fijo cuyo valor es desconocido para el experimentador.
Estos estadisticos piensan que se puede asignar una distribuciOn inicial al paridmetro 6
inicamente cuando existe una extensa informacion previa acerca de las frecuencias rela-
tivas con las que # ha tomado cada uno de sus valores posibles en el pasado. Seria asi
posible, entonces, para dos cientificos distintos estar de acuerdo en la distribucién inicial
correcta que se debe utilizar. Por ejemplo, supdngase que la proporcién 6 de articulos
defectuosos en un gran lote manufacturado es desconocida. Supéngase, ademds, que el
mismo fabricante ha producido muchos lotes de articulos de este tipo en el pasado y que
se conservan registros detallados de las proporciones de articulos defectuosos de lotes
anteriores. Las frecuencias relativas para lotes anteriores podrian entonces ser utilizadas
para construir una distribucion inicial para 6.

Ambos grupos de estadisticos estdn de acuerdo en que siempre que se elija una
distribucién inicial apropiada, la teoria y métodos descritos en esta seccién son aplicables
y utiles. En esta seccion, y en las secciones 6.3 y 6.4, se procede segiin la suposicién de
que se puede asignar una distribucién inicial a § que representa la probabilidad de que el
valor desconocido de ¢ se encuentra en distintos subconjuntos del espacio paramétrico.
La seccién 6.5 se inicia considerando técnicas de estimacién que no estan basadas en la
asignacién de una distribucién inicial.

Distribuciones iniciales discretas y confinuas. En algunos problemas, el parimetro ¢
puede tomar dnicamente un nimero finito de valores distintos o, como mdximo, una
sucesion infinita de valores distintos. La distribucién inicial de @ serd, por tanto, una
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distribucién discreta. La f.p. £(6) de esta distribucién se denomina f.p. inicial de §. En
otros problemas, el parametro # puede tomar cualquier valor en la recta real o en un
intervalo de la recta real y se asigna una distribucién inicial continua a 6. La f.d.p. £(6)
de esta distribucién se llama f.d.p. inicial de 6. :

Ejemplo 1: Moneda equilibrada o moneda con dos caras. Sea 6 la probabilidad de
obtener una cara cuando se lanza cierta moneda y supdngase que se sabe que la moneda
es equilibrada o tiene una cara en cada lado. Por tanto, los tnicos valores posibles de &
son § = 1/2 y @ = 1. Si la probabilidad inicial de que la moneda sea equilibrada es p,
entonces la f.p. inicial de f es £(1/2) =py &(1)=1—p. <«

Ejemplo 2: Proporcién de articulos defectuosos. Supéngase que la proporcién 6 de
articulos defectuosos en un gran lote manufacturado es desconocida y que la distribucién
inicial asignada a ¢ es una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1). Entonces, la
f.d.p. inicial de 6 es

1 para 6<@<1
f) = !
£(9) 0 en otro caso. <

(1)

Ejemplo 3: Pardmefro de una distribuciéon exponencial. Supdngase que se va a observar
la duracién de cierto tipo de ldmparas fluorescentes y que la distribucién de la duracién
de cualquier lampara concreta es una distribucién exponencial con pardimetro §, como
se defini6 en la seccién 5.9. Supoéngase, también, que el valor exacto de 3 es desco-
nocido y que, por la experiencia previa, la distribucién inicial de 3 se considera como
una distribucién gamma cuya media es 0.0002 y cuya desviacién tipica es 0.0001. Se
determinari la f.d.p. inicial de S.

Supébngase que la distribucién inicial de 3 es una distribucién gamma con parimetros
oo Y Bo. Se demostré en la seccién 5.9 que la media de esta disiribucién es ag/G y la
varianza es op/GZ. Por tanto, ao/Bo = 0.0002 y acl,/z/ﬁo = 0.0001. Se puede determinar
ahora que ag = 4 y o = 20000. De la ecuacién (7) de la seccién 5.9 resulta que la
f.d.p. inicial de @ para 8o > 0 es la siguiente:

4 .
f(ﬁ) — '(2—0'—(;—!02)—'ﬁ36_20000'6. . (2)

Ademis, £(B) =Opara g < 0. <«

Distribucioén final

Supdngase ahora que las n variables aleatorias X, . .., X, constituyen una muestra aleato-
ria de una disiribucién cuya f.d.p. o f.p. es f(z|f). Supdngase también que el valor del
parametro @ es desconocido y que la f.d.p. inicial o f.p. inicial de @ es £(6). Por simpli-
cidad, sup6ngase que el espacio paramétrico 2 es un intervalo de la recta real o la recta
real completa, que £(#) es una f.d.p. inicial sobre 2, en lugar de una una f.p. inicial, y
que f(z|6) es una f.d.p., en lugar de una f.p. Sin embargo, la exposicidn que se hari aqui
se puede adaptar facilmente a un problema en donde £(6) o f(z|#) sea una f.p.
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Puesto que las variables aleatorias X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de
una distribucién cuya f.d.p. es f(z|6), de la seccién 3.7 resulta que su f.d.p. conjunta
 fa(z1,...,7,|0) estd dada por la ecuacion

fn(:cl,...,a:n|0)=f(:z:1|0)---f(-a:n|0). 3)

Si se utiliza la notacién vectorial * = (z1,...,z,), entonces la f.d.p. conjunta de la
ecuacién (3) se puede escribir simplemente como f,(z|6).

Puesto que se supone que el pardmetro 6 tiene una distribucién cuya f.d.p. es £(6),
la f.d.p. conjunta f,(z|@) se deberia considerar como la f.d.p. conjunta condicional de
Xi,...,Xn para un valor dado de 4. Si se multiplica esta f.d.p. conjunta condicional por
la f.d.p. £(8), se obtiene la f.d.p. conjunta (n + 1)-dimensional de X;,...,X, y 6 dela
forma f,(x|6)¢(6). La f.d.p. conjunta marginal de X,,..., X, se puede obtener ahora
integrando esta f.d.p. conjunta sobre todos los valores de 8. Por tanto, la f.d.p. conjunta

marginal n-dimensional g,(x) de X, ...,X, se puede escribir de la forma
9n(@) = [ Fal2l0)e(6) 0. @
Q
Ademais, la f.d.p. condicional de # dado X, = z,...,X, = z,, que se denota
por £(0|x), debe ser igual a la f.d.p. conjunta de X,..., X, y 6 dividida por la f.d.p.
conjunta marginal de X;,..., X, . Por tanto, resulta que
fn(xlg)f(g) )
O|lx) = T2’ arad € Q. 5)
£(0]x) () P (

La distribucién de probabilidad sobre 2 representada por la f.d.p. condicional de la
ecuacién (5) se llama distribucién final de 6 porque es la distribucién de 6 después de que
se han observado los valores de X, ..., X,;. Andlogamente, la f.d.p. condicional de 8 de
la ecuacién (S) se denomina f.d.p. final de 6. Se puede decir que una f.d.p. inicial £(8)
representa la verosimilitud relativa, antes de haber observado los valores X,..., X,, de
que el verdadero valor de 6 se encuentra en cada una de las diversas regiones de Q2 y que
la f.d.p. final £(6|x) representa esta verosimilitud relativa después de haber observado los
valores X1 = z1,...,X, = zp.

Funcion de verosimilitud

El denominador de la parte derecha de la ecuacién (5) es simplemente la integral del
numerador sobre todos los valores posibles de §. Aunque el valor de esta integral de-
pende de los valores observados zi,...,z,, no depende de 6 y se puede tratar como una
constante cuando la parte derecha de la ecuacién (5) se considera como una f.d.p. de 6.
Se puede reemplazar entonces la ecuacién (5) por la siguiente relacién:

£(0|x) o< fu(=]0)E(0). (6)

El simbolo de proporcionalidad o se utiliza aqui para indicar que la parte izquierda es
igual a la parte derecha excepto, posiblemente, por un factor constante, el valor del cual
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puede depender de las observaciones z1,...,z,, pero que no depende de 6. El factor
constante apropiado que establecera la igualdad de las dos partes de la relacién (6) se
puede determinar en cualquier momento utilizando el hecho de que [, £(8|x)df = 1,
puesto que £(f|x) es una f.d.p. de 6.

Cuando la f.d.p. conjunta o la f.p. conjunta f,(x|¢) de las observaciones de una
muestra aleatoria se considera como una funcién de 8 para valores dados de z1,...,z,,
se llama funcién de verosimilitud. En esta terminologia, 1a relacién (6) afirma que 1a f.d.p.
final de 6 es proporcional al producto de 1a funcién de verosimilitud y la f.d.p. inicial de 6.

Utilizando la relacién proporcional (6), generalmente es posible determinar la f.d.p.
final de @ sin resolver explicitamente la integral de la ecuacién (4). Si se puede reconocer
la parte derecha de la relacién (6) como una de las f.d.p. especificas introducida en
el capitulo S o cualquier otra parte de este libro, excepto, posiblemente, por un factor
constante, entonces se puede determinar con facilidad el factor apropiado que convierte
la parte derecha de (6) en una f.d.p. propia de #. Se ilustrardn estas ideas considerando
de nuevo los ejemplos 2 y 3.

Ejemplo 4: Proporcién de artfculos defectuosos. Supdéngase de nuevo, como en el ejem-
plo 2, que la proporcién € de articulos defectuosos en un gran lote manufacturado es
desconocida y que la distribucién inicial de € es una distribucién uniforme sobre el in-
tervalo (0, 1). Supéngase, ademds, que se selecciona una muestra aleatoria de n articulos
del lotey para: = 1,...,n, sea X; = 1 si el :-ésimo articulo es defectuoso, y sea X; = 0
en otro caso. Entonces X, ..., X,, constituyen n pruebas de Bernoulli con pardmetro 6.
Se determinar4 la f.d.p. final de 6. '
De la ecuacién (2) de la seccién 5.2 resulta que la f.p. de cada observacién X; es

z(1 _ g)l-= —

e = {0 ' g
Por tanto, si se define y = Z?:l z;, entonces la f.p. conjunta de X;,...,X,, se puede
escribir de la siguiente formaparaz; =0, 1(: =1,...,n):

fa(2]0) = 6Y(1—6)""7. (8)
Puesto que la f.d.p. inicial £(8) estd dada por la ecuacién (1), resulta que para 0 < 4 < 1,

fa(2]0)€(0) = 67(1 - 6)"77. | (%)

Cuando se compara esta expresion con la ecuacién (1) de la seccién 5.10, se puede
observar que excepto por un factor constante, la parte derecha de a ecuacién (9) tiene
la misma forma que la f.d.p. de una distribucién beta con parimetros o« = y + 1 y
B = n — y + 1. Puesto que f.d.p. final £(#|x) es proporcional a la parte derecha de la
ecuacion (9), resulta que £(f|x) debe ser la f.d.p. de una distribucién beta con pardmetros
a=y+1lypBf=n—y+1. Portanto,para0 < 8§ < 1,

I'(n+2)
FNy+ DI'(n—y+1)

£(f)x) = oY(1—6)""Y. < (10)
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Ejemplo 5: Parémetro de una distribucién exponencial. Supéngase de nuevo, como en

el ejemplo 3, que la distribucién de la duracién de lamparas fluorescentes de cierto tipo

es una distribucién exponencial con pardmetro # y que la distribucién inicial de 3 es una

_distribucién gamma concreta cuya f.d.p. £(3) es la dada por la ecuacién (2). Supéngase,

ademis, que se observan las duraciones X;,...,X, de una muestra aleatoria de n

lamparas de este tipo. Se determinaré la f.d.p. final de # dadoque X; = z1,..., X, = z,.
Por la ecuacién (10) de 1a seccién 5.9, la f.d.p. de cada observacién X; es

_ ) Be™FP® paraz >0, 11
f(=I8) { 0 en oo caso. an
Por tanto, si se define y = Z?___l z;, entonces la f.d.p. conjunta de X;,..., X,, se puede
escribir de la siguiente forma, para z; >0 (z = 1,...,n):

fa(z|8) = Bre P, (12)

Puesto que la f.d.p. inicial £(3) esta dada por la ecuacién (2), resulta que para 8 > 0,
Fa(2]|B)E(B) ox BrH3e~(W+20000)7, (13)

Se ha omitido en la parte derecha de la relacién (13) un factor constante que no involu-
cra a g.

Cuando se compara esta expresion con la ecuacidn (7) de la seccién 5.9, se puede
ver que, excepto por un factor constante, tiene la misma forma que la f.d.p. de una
distribucién gamma con pardmetros n + 4 e y + 20 000. Puesto que la f.d.p. final £(8|x)
es proporcional a f,(z|8)&(53), resulta que £(B|x) debe ser la f.d.p. de la distribucién
gamma con pardmetros n + 4 e y + 20 000. Por tanto, para 8 > 0,

+20000)**% .o _
£(Blz) = (n+3)!) griemyrz0000l g (14)

Observaciones secuenciales

En muchos experimentos, las observaciones X, ..., X, que constituyen una muestra alea-
toria se deben obtener secuencialmente, esto es, de una en una. En dicho experimento,
se observa primero el valor de X, luego se observa el valor de X, a continuacién el
valor de X3 y asi sucesivamente. Supéngase que la f.d.p. inicial del pardmetro 6 es £(6).
Después de haber observado el valor z; de X, se puede calcular la f.d.p. final £(6|z;)
de la forma usual a partir de la relacién

£(0|z1) o< f(=1(6)€(8). (15)
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Esta f.d.p., se utiliza como la f.d.p. inicial de § cuando se va a observar el valor de X».
Por tanto, después de haber observado el valor z, de X5, la f.d.p. final £(8|x,,x2) se
puede calcular de la relacién

6(9'1‘1,1’2) o & f(a:2|9)€(0|a:1) (16)

Se puede continuar de esta forma, calculando una f.d.p. final de § actualizada después
de cada observacién y utilizando esa f.d.p. como la f.d.p. inicial de 8 para la siguiente
observacién. La f.d.p. final £(f|z,,...,z,—1) después de haber observado los valores
xi,...,T,_1 serd finalmente 1a f.d.p. inicial de @ para la iltima observacién de X,,. La
f.d.p. final después de haber observado los n valores z,,...,z,, estard dada entonces por
la relacién

£(0]zx) o< f(zn|0)E(B)zy,. .., Tn-1). (17)

Alternativamente, después de haber observado los n valores z,,...,z,, se puede
calcular la f.d.p. final £(f|x) en la forma usual, combinando la f.d.p. conjunta f,(=|6)
con la f.d.p. inicial original £(#), como se indica en la ecuacién (5). Se puede demostrar
(véase Ejercicio 7) que la f.d.p. final £(8|x) serd 1a misma, independientemente de si se
calcula directamente utilizando 1a ecuacién (5) o si se calcula secuencialmente utilizando
las ecuaciones (15), (16) y (17). Esta propiedad fue ilustrada en la seccién 2.2 para una
moneda de la que se sabe que es equilibrada o que tiene una cara en cada lado. Después
de cada lanzamiento de la moneda, se actualiza la probabilidad final de que la moneda
sea equilibrada.

EJERCICIOS

1. Supéngase que se sabe que la proporcién 8 de articulos defectuosos en un gran lote
manufacturado es 0.1 6 0.2, y que la f.p. inicial de 6 es la siguiente:

£0.1)=07 y  £(0.2)=0.3.

Supdéngase también que cuando se seleccionan al azar ocho articulos del lote, se
encuentra que exactamente dos de ellos son defectuosos. Determinese laf.p. finalde 6.

2. Supéngase que el nimero de defectos en una cinta magnética de grabacién tiene una
distribucién de Poisson cuya media A es 1.0 6 1.5 y que la f.p. inicial de A es la
siguiente:

£(1.0)=04 y £(1.5) = 0.6.
Si una cinta seleccionada al azar resulta con tres defectos, ;cuél es la f.p. final de A?
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3.

4.

Supdéngase que la distribucién inicial de un pardmetro 6 es una distribucién gamma
cuya media es 10, y la varianza, 5. Determinese la f.d.p. inicial de 6.

Supébngase que la distribucidn inicial de un parametro ¢ es una distribucién beta cuya
media es 1/3, y la varianza, 1/45. Determinese la f.d.p. inicial de 6.

. Supdngase que la proporcion ¢ de articulos defectuosos en un gran lote manufacturado -

es desconocida y que la distribucién inicial de 8 es una distribucién uniforme sobre
el intervalo (0, 1). Cuando se seleccionan al azar ocho articulos del lote, se encuentra
que exactamente tres de ellos son defectuosos. Determinese la distribucidn finalde 4.

Considérese de nuevo el problema descrito en el ejercicio 5, pero‘ supdOngase ahora
que la f.d.p. inicial de @ es la siguiente: :

£(6) = 2(1—0) para 0 < 0 <1,
en Otro caso.

* Como en el ejercicio 5, supéngase que en una muestra aleatoria de ocho articulos

10.

exactamente tres resultan defectuosos. Determinese la distribucidn final de 4.

. Supbéngase que X,,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién

cuya f.d.p. es f(z|9), que el valor de 6 es desconocido y que la f.d.p. inicial de 6
es £(0). Demuéstrese que la f.d.p. final £(#|x) es la misma con independencia de
si se calcula directamente utilizando la ecuacidén (5), o si se calcula secuencialmente

‘utilizando las ecuaciones (15), (16) y (17).

. Considérese de nuevo el problema descrito en el ejercicio 5 y supéngase la misma

distribucién inicial de #. Supdngase ahora, sin embargo, que en vez de seleccionar
una muestra aleatoria de ocho articulos del lote, se realiza el siguiente experimento:
Se seleccionan uno a uno los articulos del lote hasta haber encontrado exactamente
tres defectuosos. Si se determina que se debe seleccionar un total de ocho articulos
en este experimento, ;cudl es la distribucién final de 6 al final del experimento?

Supdéngase que se va a seleccionar una observacién X de una distribucién uniforme
sobre el intervalo (# — 1,6 + 1), que el valor de 6 es desconocido y que la dis-
tribucién inicial de # es una distribucién uniforme sobre el intervalo (10, 20). Si el
valor observado de X es 12, ;cudl es la distribucién final de 6?

Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 9 y supdngase la misma dis-
tribucién inicial de 8. Supdngase ahora, sin embargo, que se seleccionan al azar seis
observaciones de la distribucién uniforme sobre el intervalo (6 — 3,0+ 1) y que
sus valores son 11.0,11.5, 11.7,11.1, 11.4 y 10.9. Determmese la d15tr1buc1on final
de 6.
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6.3 DISTRIBUCIONES INICIALES CONJUGADAS

Muestreo de una distribucion de Bernoulli

Teorema bdsico. Ciertas distribuciones iniciales son particularmente convenientes para
utilizar con muestras de otras distribuciones. Por ejemplo, supéngase que se selecciona
una muestra aleatoria de una distribucién de Bernoulli con parametro € desconocido. Si la
distribuci6n inicial de 6 es una distribucién beta, entonces para cualquier conjunto posible
de valores muestrales observados, la distribucién final de 6 serad de nuevo una distribucién
beta. Especificamente, se puede establecer el siguiente resultado:

Teorema 1. Supongase que X1,...,X, constituye una muestra aleatoria de una
distribucién de Bernoulli con pardmetro 6 desconocido (0 < 6 < 1). Supdngase,
ademds, que la distribucién inicial de 0 es una distribucién beta con pardmetros
dados aa'y f (e > 0 y B > 0). Entonces, la distribucidn final de 6, dado que
X: = z; (1 = 1,...,n), es una distribucién beta con pardmetros o + > o, T; ¥

:8+n"2?=1 Zi.

Demostracién. Sea y = > _._; z;. Entonces la funcién de verosimilitud, esto es, la f.p.
conjunta f,(x|0) de X;, ..., X,, estd dada por la ecuacién (7) de la seccién 6.2. Ademss,
la f.d.p. inicial £(68) satisface la siguiente relacidn:

£(0) x 8711 —9)P~1 para0 << 1.
Puesto que la f.d.p. final £(f|x) es proporcional al producto f,(x|0)£(6), resulta que
£(0)x) ox °FTV1(1 — g)PFn—v-t para0 < 6 < 1.

Excepto por un factor constante, la parte derecha de esta ecuacién se puede reconocer
como igual a la f.d.p. de una distribucién beta con pardmetros ¢« +y y 8+ n — y. Por
tanto, la distribucién final de 6 es como se especific6 en el teorema. <«

Actualizacion de la distribucién final. Una consecuencia del teorema 1 es la siguiente:
Supdéngase que se desconoce la proporcién 6 de articulos defectuosos de un gran carga-
mento, que la distribucion inicial de 6 es una distribucién beta con pardmetros o y 8 y
que n articulos del cargamento se seleccionan al azar de uno en uno para inspeccionar-
los. Si el primer articulo inspeccionado es defectuoso, la distribucién final de 8 sera una
distribucién beta con pardmetros o + 1 y . Si el primer articulo inspeccionado es no
defectuoso, la distribucion final serd una distribucién beta con pardmetros o y 8 + 1. El
proceso puede continuar de la siguiente forma: Cada vez que se inspecciona un articulo,
la verdadera distribucidn final beta de # se cambia por una nueva distribucién beta en la
que el valor del pardmetro « 0 el parametro 8 se incrementa una unidad. El valor de «
se incrementa una unidad cada vez que se encuentra un articulo defectuoso y el valor de
B se incrementa una unidad cada vez que se encuentra un articulo no defectuoso.
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La familia de distribuciones beta se denomina familia conjugada de distribuciones
iniciales para muestras de una distribuci6én de Bernoulli. Si la distribucién inicial de 6 es
una distribucién beta, entonces la distribucién final de cada etapa del muestreo sera siempre
una distribucién beta, independientemente de los valores observados de la muestra. Se
dice también que la familia de distribuciones beta es cerrada bajo muestreo respecto a
una distribucién de Bernoulli.

Ejemplo 1: Varianza de la distribucién final beta. Supéngase que se desconoce la pro-
porcién 8 de articulos defectuosos de un gran cargamento, que la distribucidén inicial de
@ es una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,1) y que esos articulos del carga-
mento van a ser seleccionados al azar para ser inspeccionados hasta que la varianza de
la distribucion final de 6 se haya reducido al valor 0.01 o a uno menor. Se determinard
el nimero total de articulos defectuosos y no defectuosos que se deben obtener antes de
detener el proceso de muestreo.

Como se afirmé en la secci6n 5.10, la distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1)
es una distribucién beta con « = 1 y # = 1. Por tanto, después de haber obtenido y
articulos defectuosos y z no defectuosos, la distribucién final de 8 seri una distribucién
betacon o =y+ 1y 8 = z+ 1. Se demostrd en la seccién 5.10 que la varianza de
una distribucién beta con pardmetros o y 3 es a8/ [(a + B)%(a + B + 1)]. Por tanto, la
varianza V de la distribucién final de & serd

_ (y+D(+1)
T (y+2z+2)2(y+2+3)

El muestreo se detiene tan pronto como el nimero de defectuosos y y el nimero de no
defectuosos z obtenidos sean tales que V' < 0.01. Se puede demostrar (véase Ejercicio 1)
que no seri necesario seleccionar mds de 22 articulos. <«

Muestreo de una distribucidn de Poisson

Cuando se seleccionan muestras aleatorias de una distribucién de Poisson, la familia de
distribuciones gamma es una familia conjugada de distribuciones iniciales. Esta relacién
se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 2. Supdngase que X,,..., X, constituye una muestra aleatoria de una
distribucién de Poisson con media 0 desconocida (0 > 0). Supdngase también que
la distribucibn inicial de 0 es una distribucién gamma con parametros c:y 8 (o > 0
y B > 0). Entonces la distribucion final de 6, dado que X; = z; (i = 1,...,n), es
una distribucién gamma con pardmetros o+ 5 .., z; y B+ n.

Demostracién. Sea y = 5 .., ;. Entonces la funcién de verosimilitud f, (x|8) satisface
la relaci6n

fn(z|0) < e~"9¢gY.
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- En esta relacién, ha sido eliminado de la parte derecha un factor que involucra = pero
que no depende de 8. Ademas, la f.d.p. inicial de 6§ tiene la forma

£(0) x 6°"2e=P%  parad > 0.
Puesto que la f.d.p. final £(6|x) es proporcional a f,(=x|0)£(8), resulta que
E(f|x) ox §t¥—1e=(F+n)0  parag > 0.

Excepto por un factor constante, la parte derecha de esta relacién se puede reconocer
como la f.d.p. de una distribucién gamma con parimetros « + y y 8 + n. Por tanto, la
distribucién final de 8 es como se especificS en el teorema.

Ejemplo 2: Varianza de la distribucién final gamma. Considérese una distribucién de
Poisson con media § desconocida y supdngase que la f.d.p. inicial de @ es la siguiente:

[ 2e~%% para 6> 0,
5(0)—'{0 para 6 < 0.

Supéngase, ademds, que las observaciones van a ser seleccionadas al azar de dicha dis-
tribucién de Poisson hasta que la varianza de la distribucién final de 6 se haya reducido a
un valor menor o igual a 0.01. Se determinaré el nimero de observaciones que se deben
seleccionar antes de detener el proceso de muestreo.

La f.d.p. inicial dada de £(6) es la f.d.p. de una distribucién gamma con ¢ = 1 y
B = 2. Por tanto, después de haber obtenido n valores observados =1, ..., z,, cuya suma
es y = y ., &;, la distribuci6n final de # serd una distribucién gamma con o = y + 1
y 8 = n + 2. Se demostr6 en la seccién 5.9 que la varianza de una distribucién gamma
con pardmetros « y 3 es «/32. Por tanto, la varianza V de la distribucién final de 6 serd

_ _y+1
- (n+2)?

El muestreo se detiene tan pronto como la sucesién de valores observados z;, ..., z, que
se han obtenido es tal que V < 0.01. «

Muestreo de una distribucidon normal

Cuando se seleccionan muestras de una distribucién normal con media ¢ desconocida, pero
con varianza o2 conocida, la familia de distribuciones normales es una familia conjugada
de distribuciones iniciales, como se demuestra en el siguiente teorema:
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Teorema 3. Supdngase que X1,...,X, constituye una muestra aleatoria de una
distribucién normal-con media 6 desconocida (—oo < @ < o) y con varianza o?
conocida (0? > 0). Supdngase, ademds, que la distribucién inicial de 0 es una
distribucién normal con valores dados de la media p y la varianza v?. Entonces, la
distribucion final de 0, dado que X; = z;(i = 1,...,n), es una distribucién normal

cuya media p, y varianza v son las siguientes:

0'2;1+ nv25n
= 1
Hi O'2+'n'U2 ( )
y
2.2
2. o°v i . 2
YT 52 + nv? : )

Demostracién. La funcién de verosimilitud f,, (x|) tiene la forma

n

frn(x|@) o< exp [—5272— (z; — 9)2] .

i=1

Aqui se ha eliminado un factor constante de la parte derecha. Para transformar esta
expresion, se utiliza la identidad

Z(xz - 0)2 =n (0 - -‘E:n)z + Z(wi _Tn)z)

y se omite un factor que involucra z,, ..., z,, pero que no depende de 8. Como resultado,
se puede re}sc:ibir fn(x|@) de la siguiente forma:

fu(x]f) x exp [—2—:2-(9 - ':En)g] )

Puesto que la f.d.p. inicial £(f) tiene la forma

£(6) o exp [—L o ﬂ)e] |

202

resulta que la f.d.p. final £(@|x) satisface la relaci6én

£(012) ocoxp { 5 | 50 -7 + 0~ w7 }. |
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Si g1 y v2 son las dadas por las ecuaciones (1) y (2), se puede comprobar ahora la
siguiente identidad:

n = 12 1 2 _ 1 2 — 2
-53(9—:1:,,) + 53(9_#) = v_%'(e"’/“l) + o-2+nv2($" —u)°.

Puesto que el dltimo término de la parte derecha de esta ecuacién no involucra 9, se puede
absorber en el factor de proporcionalidad y se obtiene la relacién:

(012) o exp |~z (0 — Y]

Excepto por un factor constante, la parte derecha de esta ecuacidon se puede reconocer
como la f.d.p. de una distribucién normal con media p; y varianza v2. Por tanto, la
distribucidn final de § es como se especificd en el teorema. <

La media p; de la distribucidn final de 6, dada por la ecuacién (1), se puede reescribir
como sigue:

0'2 nv2

+ Tn.
0'3—}—721)2'u o2 +nv2™ "

H1 = (3)
- De la ecuacién (3) se puede observar que p; es una media ponderada de la media u de
la distribucién inicial y la media muestral Z,,. Ademas, se puede observar que el peso
relativo asignado a T, satisface las tres propiedades siguientes: (1) Para valores fijos
de v? y 02, a medida que aumenta el tamafio muestral n, serd mayor €l peso relativo
asignado a T,,. (2) Para valores fijos de v? y n, a medida que aumenta la varianza o2
de cada observacién de la muestra, serd menor el peso relativo asignado a z,. (3) Para
valores fijos de 02 y n, a medida que aumenta la varianza v? de la distribucién inicial,
sera mayor el peso relativo asignado a z,.

Mas aiin, de la ecuacién (2) se puede observar que la varianza v? de la distribucién
final de @ depende del nimero n de observaciones seleccionadas, pero no depende de las
magnitudes de los valores observados. Supéngase, entonces, que se va a seleccionar una
muestra aleatoria de n observaciones de una distribucién normal con media 8 desconocida,
varianza conocida y la distribucién inicial de ¢ es una distribuciéon normal especifica.
Entonces, antes de seleccionar las observaciones, se puede utilizar la ecuacién (2) para
calcular el verdadero valor de la varianza v? de la distribucién final. Sin embargo, el
valor de la media pu; de la distribucion final dependera de los valores observados que se
han obtenido en la muestra.

Ejemplo 3: Varianza de la distribucién final normal. Supéngase que se van a seleccionar
observaciones al azar de una distribucién normal con media 6 desconocida y varianza 1, y
que la distribucién inicial de § es una distribucién normal cuya varianza es 4. Ademas, se
van a seleccionar observaciones hasta que la varianza de la distribucién final de @ se haya



312 Estimacion

reducido a un valor menor o igual que 0.01. Se determinaré el nimero de observaciones
que se deben seleccionar antes de detener el proceso de muestreo.

De 1a ecuacién (2) se deduce que después de haber seleccionado n observaciones, la
varianza v? de la distribucién final de 8 sera

v = —4 .
17 (4n+1)
Por tanto, la relacién vf < 0.01 se verificara si, y sélo si, » > 99.75. Por tanto, la

relacién v? < 0.01 se verificard después de haber seleccionado 100 observaciones, y no
antes. <

Muestreo de una distribucion exponencial

Se concluye esta seccidn considerando una muestra aleatoria de una distribucién exponen-
cial con pardmetro 6 desconocido. Para este problema, la familia de distribuciones gamma
se utiliza como una familia conjugada de distribuciones iniciales, como se demuestra en
el siguiente teorema. Debe subrayarse que aqui se ha cambiado la notacién utilizada al
describir la distribucién esponencial por la utilizada al principio del capitulo; en efecto
para evitar las confusiones que puedan resultar de los distintos usos del simbolo 3 en el
teorema 4, el pardmetro de la distribucién exponencial se denota ahora por el simbolo 6
en lugar de 3.

Teorema 4. Supdngase que X.,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una
distribucién exponencial con pardmetro 8 desconocido (8 > 0). Supéngase, ademds,
que la distribucidn inicial de 0 es una distribucién gamma con pardmetros dados o
y B (> 0y B > 0). Entonces, la distribucién final de 0, dado que X; = z; (i =
= 1,...,n), es una distribucién gamma con pardmetros « +ny 8+ ., z;.

Demostracién. De nuevo, seay = Y7, z;. Entonces la funcién de verosimilitud fn(x|6)
es

fa(z)|0) = gme~ 9.
Ademais, la f.d.p. inicial £(6) tiene la forma
£(6) oc g 1e—P8 para ¢ > 0.
Resulta, por tanto, d_ue la f.d.p. final £(f|x) tiene la forma
£(f]z) o gotn—le=(F+y)d para 6 > 0.
Excepto por un factor constante, la parte derecha de esta relacién se puede reconocer

como la f.d.p. de una distribucién gamma con pardmetros o + n y # + y. Por tanto, la
distribucién final de € es como se especificé en el teorema. <
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EJERCICIOS

1.

2.

Demuéstrese que en el ejemplo 1 se debe verificar que V < 0.01 después de haber
seleccionado 22 articulos.

Supdngase que se desconoce la proporcién 8 de articulos defectuosos de un gran
cargamento y que la distribucion inicial de # es una distribucién beta cuyos pardmetros
son a = 2 y @ = 200. Si se seleccionan al azar 100 articulos del cargamento y si
tres de ‘estos articulos resultan defectuosos, ;cuél es 1a distribucién final de 6?

Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 2. Sup6ngase que después de que
un estadistico ha observado que hay tres articulos defectuosos entre los 100 articulos
seleccionados al azar, la distribucién final que asigna a # es una distribucién beta
de media 2/51, y varianza 98/[(51)?(103)]. ;Qué distribucién inicial asign6 a 6 el
estadistico?

Supbngase que el nimero de defectos en una cinta magnetofénica de 1200 pies tiene
una distribucién de Poisson con media # desconocida y que 1a distribucién inicial de
@ es una distribucién gamma con pardmetros « = 3 y § = 1. Cuando se seleccionan
cinco cintas al azar y se inspeccionan, se encuentra que el nimero de defectos en

“cada cinta son: 2,2,6,0 y 3. Determinese la distribuci6n final de 6.

Sea ¢ el nimero promedio de defectos por cada 100 pies de cinta magnetofénica.
Supéngase que el valor de 6 es desconocido y que la distribucién inicial de 4 es
una distribucién gamma con pardmetros « = 2 y # = 10. Cuando se inspecciona
una cinta de 1200 pies, se encuentran exactamente cuatro defectos. Determinese la
distribuci6n final de 6.

Supéngase que las estaturas de los individuos de cierta poblacién tienen una dis-
tribuci6én normal con media # desconocida y desviacién tipica 2 pulgadas. Supénga-
se, ademids, que la distribuci6én inicial de € es una distribuciéon normal cuya media
es 68 pulgadas y que la desviacién tipica es 1 pulgada. Si se seleccionan al azar 10
personas de la poblacién y se encuentra que su estatura promedio es 69.5 pulgadas,
;cudl es la distribuci6n final de 67

. Considérese de nuevo el problema descrito en el ejercicio 6.

(a) ;Qué intervalo de longitud 1 pulgada tiene la mayor probabilidad inicial de
contener el valor de 6?

(b) ;Qué intervalo de longitud 1 pulgada tiene la mayor probabilidad final de con-
tener el valor de 67

(c) Determinense los valores de las probabilidades de las partes (a) y (b).

Supéngase que se selecciona una muestra aleatoria de 20 observaciones de una dis-
tribucién normal con media & desconocida y varianza 1. Después de haber observado
los valores de 1a muestra, se encuentra que X, = 10 y que la distribucién final de 6
es una distribucién normal cuya media es 8 y varianza 1/25. ;Cual fue la distribucién
inicial de 67
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Supbngase que se va a seleccionar una muestra aleatoria de una distribucién normal
con media 6 desconocida y desviacién tipica 2 y que la distribucién inicial de 6 es
una distribucién normal cuya desviacién tipica es 1. ;Cuil es el menor nimero de
observaciones que se deben incluir en la muestra para reducir la desviacién tipica de
la distribucién final de 4 al valor 0.1? ‘

Supdngase que se va a seleccionar una muestra aleatoria de 100 observaciones de
una distribucién normal tipificada con media § desconocida y desviacion tipica 2 y
que la distribucién inicial de 8 es una distribucidn normal. Demuéstrese que con
independencia de la magnitud de la desviacién tipica de la distribucién inicial, la
desviacién tipica de la distribucién final serd menor que 1/5.

Supbngase que el tiempo requerido en minutos para atender a un cliente en cierto
servicio tiene una distribucién exponencial con parametro § desconocido y que la dis-
tribucidn inicial de § es una distribucién gamma con media 0.2 y desviacién tipical. Si
se observa que el tiempo esperado requerido para atender a una muestra aleatoria de
20 clientes es 3.8 minutos, ;cuil es la distribucién final de 6?

Para una distribucién con media p # 0 y desviacién tipica ¢ > 0, el coeficiente
de variacién de la distribucién se define como o/|u|. Considérese de nuevo el
problema descrito en el ejercicio 11 y supéngase que el coeficiente de variacién de
la distribucién inicial gamma de 6 es 2. ;Cudl es el menor nimero de clientes que se
debe observar para reducir el coeficiente de variacién de la distribucién final a 0.1?

Demuéstrese que la familia de distribuciones beta es una familia conjugada de dis-
tribuciones iniciales para muestras de una distribucién binomial negativa con un valor
conocido del pardmetro r y un valor desconocido del pardmetro p (0 < p < 1).

Sea £(6) una f.d.p. que se define como sigue para constantes « > 0 y g > O:

B —(at1),~B/6
£(0) = ——F(a)e e para 4 > 0,
0 para 8 < 0.

(a) Verifiquese que ¢ () es realmente una f.d.p. demostrando que f0°° £(6)de = 1.

(b) Considérese la familia de distribuciones de probabilidad que se puede representar
por una f.d.p. £(f) que tiene la forma dada para todos los pares posibles de
constantes ¢ > 0 y # > 0. Demuéstrese que esta familia es una familia
conjugada de distribuciones iniciales para muestras de una distribucién normal
con un valor conocido de 1a media g y valor desconocido de la varianza 6.

Supdngase que en el ejercicio 14 se considera el parimetro como la desviacién
tipica de la distribucién normal, en lugar de la varianza. Determinese una familia
conjugada de distribuciones iniciales para muestras de una distribucién normal con
un valor conocido de la media p y un valor desconocido de la desviacién tipica o.
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16. Supéngase que el nimero de minutos que una persona debe esperar un autobis cada
maiiana tiene una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, #), donde el valor del
punto extremo ¢ es desconocido. Supdngase, ademds, que 1a f.d.p. inicial de 6 es la
siguiente: -

192
— >
5(9) = { 04 para 0 > 4,

0 en otro caso.

Si los tiempos de espera obsrvados durante tres mafianas sucesivas son 5,3y 8
minutos, jcudl es la f.d.p. final de 6?

17. La distribucién de Pareto con pardmetros zo y « (o > 0, a > 0) estd definida
en el ejercicio 15 de la secci6én 5.9. Demuéstrese que la familia de distribuciones
de Pareto es una familia conjugada de distribuciones iniciales para muestras de una
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 8), donde el valor del punto extremo 6
es desconocido.

18. Supdngase que X;i,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién
cuya f.d.p. f(z|6) es la siguiente:

6—1
f(x|0):{g$ para 0<$<1,
€n Otro caso.

Supdngase, ademds, que el valor del pardmetro 6 es desconocido (¢ > 0) y que la
distribucién inicial de 6 es una distribucién gamma con pardmetros « y 8 (e« >0y
# > 0). Determinense la media y la varianza de la distribucién final de 4.

6.4 ESTIMADORES BAYES

Naturaleza del problema de estimacién

Supdngase que se va a seleccionar una muestra aleatoria X4, ..., X, de una distribucién
cuya f.p. o f.d.p. es f(z|6), donde el valor del parimetro 6 es desconocido. Supdngase,
ademais, que el valor de 8 debe pertenecer a un intervalo concreto {2 sobre la recta real.
El intervalo 2 podria ser acotado 0 no acotado; en particular, podria ser la recta real
completa. Por dltimo, supdngase que el valor de 6 se debe estimar a partir de los valores
observados de la muestra.

Un estimador del parametro 6, basado en las variables aleatorias X;,..., X,, es una
funcién §( X, . . ., X») que especifica el valor estimado de 6 para cada conjunto de valores
posibles de X;,..., X,. En otras palabras, si los valores observados de X;,..., X, son
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zi,..., T, entonces el valor estimado de 6 es 6(z;,...,Z,). Puesto que el valor de 6
debe pertenecer al intervalo 2, es razonable pedir que todo valor posible de un estimador
6(Xi,...,Xn) deba pertenecer también a €.

Es conveniente distinguir entre los términos estimador y estimaciéon. Puesto que
un estimador §(X,...,X,) es una funcién de las variables aleatorias X;,...,X,, y el
estimador es una variable aleatoria y su distribucién de probabilidad se puede obtener a
partir de la distribucién conjunta de X, ..., X,,. Por otro lado, una estimacién es un valor
especifico 6(z1,...,zn) del estimador que se determina utilizando valores observados
especificos z1,...,z,. A menudo serd conveniente utilizar notacién vectorial y definir
X =(X1,...,Xn)yz =(21,...,2,). Con esta notacién, un estimador es una funcién
8(X) del vector aleatorio X, y una estimacién es un valor especifico 6(x). A menudo

sera conveniente denotar un estimador 6(X) simplemente por el simbolo 6.
/

Funciones de pérdida

El requisito principal de un buen estimador é es que proporcione una estimacién de 6 que
se aproxime al verdadero valor de 8. En otras palabras, un buen estimador es aquel que
tiene una probabilidad alta de que el error §( X ) — 6 esté cerca de 0. Supéngase que para
cada valor posible de 8 € 2 y cada estimacién posible a € €2, existe un nimero L (6, a)
que mide la pérdida o el costo para el estadistico cuando el verdadero valor del parametro
es 8 y su estimacién es a. En general, a medida que aumenta la distancia entre a y 6,
serd mayor el valor de L(6,a).

Como antes, sea £(6) la f.d.p. inicial de @ sobre el intervalo 2 y considérese un
problema en el que el estadistico debe estimar el valor de  sin observar los valores de
una muestra aleatoria. Si el estadistico elige una estimacién particular a, entonces su
pérdida esperada seré

E[L(9,a)] = /n L(6, 0)&(8)d6. o)

Supdngase que el estadistico desea elegir una estimacién a donde la pérdida esperada de
la ecuacién (1) sea un minimo. En cualquier problema de estimacién, una funcién L cuya
esperanza E[L(6,a)] va a ser minimizada se denomina funcién de pérdida.

Definicion de un estimador Bayes

" Supbngase ahora que el estadistico puede observar el valor = del vector aleatorio X
antes de estimar 6, y sea £(@|x) la f.d.p. final de 8 sobre el intervalo Q2. Para cualquier
estimacion a que el estadistico pudiese utilizar, su pérdida esperada vendria dada por

E[L(8,a)|x] = L L(6,a)¢(6|x) db. 2)

Por tanto, el estadistico elegird una estimaciOn « cuya pérdida esperada, dada por la
ecuacion (2) sea un minimo. _

Para cada valor posible & del vector aleatorio X, sea é*(x) un valor de a cuya
pérdida esperada, dada por la ecuacién (2) sea minima. Entonces la funcién 6*(X') cuyos
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valores estdn definidos de esta forma seri un estimador de 6. Este estimador se denomina
estimador Bayes de §. En otras palabras, para cada valor posible = de X ,el valor 6*(z)
del estimador Bayes se elige de forma que

E[L(6,8"(=))l=] = min E[L(0, a)x]. 3)

En resumen, se ha considerado un problema de estimacién en donde va a ser selec-
cionada una muestra aleatoria X = (X,,...,X,) de una distribucién que involucra un
parimetro ¢ que tiene un valor desconocido en un intervalo especifico 2. Para cualquier
funcién de pérdida L(6,a) y cualquier f.d.p. inicial £(8), el estimador Bayes de 4 es el
estimador 6*(X) que satisface la ecuacién (3) para todo valor posible  de X. Debe
subrayarse que la forma del estimador Bayes dependeri tanto de la funcién de pérdida
que se utiliz6 en el problema como de la distribuci6n inicial que se asigna a 4.

Algunas funciones de pérdida

Funcién de pérdida del error cuadrdtico. Sin lugar a dudas, la funcién de pérdida mas
cominmente utilizada en problemas de estimacién es la funcién de pérdida del error
cuadritico. Esta funcién se define como sigue:

L(8,a) = (8 — a)>. C))

Cuando se utiliza la funcién de pérdida del error cuadrético, la estimacién Bayes 6*(x)
para cualquier valor observado de « seri el valor de a cuya esperanza E[(6 — a)?|x] es
minima.

Se demostré en la seccién 4.5 que para cualquier distribucién de probabilidad de 6,
la esperanza de (¢ — a)? serd minima cuando a se elija igual a la media de la distribuci6n
de 6. Por tanto, cuando la esperanza de (6 — a)? se calcula repecto a la distribucién
final de 6, esta esperanza serd minima cuando a se elija’igual a la media E(f|z) de la
distribucién final. Esta exposicién demuestra que cuando se utiliza la funcién del error
cuadritico (4), el estimador Bayes es 6*(X) = E(0|X).

Ejemplo 1: Estimacion del pardmetro de una distribucién de Bernoulli. Supéngase que
se va a seleccionar una muestra aleatoria X,,..., X,, de una distribucién de Bernoulli
con pardmetro § desconocido que se debe estimar y que la distribucién inicial de 6 es una
distribucién beta con pardmetros « y S (o > 0 y 8 > 0). Supbngase, también, que se
utiliza la funcién de pérdida del error cuadrético, dada por la ecuacién (4), para0 < 6 < 1
y 0 < a < 1. Se determinari el estimador Bayes para 6.

Para cualesquiera valores observados zi,...,x,, sea y = Z?=1 z;. Entonces del
teorema 1 de la seccién 6.3 resulta que la distribucién final de  serd una distribucién
beta con pardmetros o + y y # + n — y. Puesto que la media de la distribucién beta con
parametros a; y 1 es a1 /(a1 + 51), 1a media de esta distribucién final es (o + y)/(a+
+08+ n). El estimador Bayes é(x) serd igual a este valor para cualquier vector observado
x. Por tanto, el estimador Bayes §*(X) es el siguiente:

o+ Z?:l ‘Xr’: .
a+fB+4n

§*(X) = < (5)



318 Estimacion

Ejemplo 2: Estimacion de la media de una distribucién normal. Supdéngase que va a
ser seleccionada una muestra aleatoria X, ..., X,, de una distribucién normal con media
6 desconocida y varianza o2 conocida. Supdngase, adem4s, que la distribucién inicial de
6 es una distribucién normal con media p y varianza v2. Supdngase, por tltimo, que se
va a utilizar la funcién de pérdida del error cuadritico, dada por la ecuacién (4), para
—00 <0 <ooy—00<a< oo. Se determinara el estimador Bayes de 4.

Del teorema 3 de la seccién 6.3 se deduce que para cualesquiera valores z,...,z,,la
distribucién final de 6 serd una distribucién normal con media p; dada por la ecuacién (1)
de la secci6én 6.3. Por tanto, el estimador Bayes 6*(X) es el siguiente:

0'2/1 + nv?X,
o2 + nv?

§"(X) = p (6)

Funcién de pérdida del error absoluto. Otra funcién de pérdida utilizada cominmente
en problemas de estimacién es la funcién de pérdida del error absoluto. Esta funcién se
define como sigue:

L(6,a) = |6 — al. (7)

Para cualquier valor observado de z, la estimacién Bayes 6(x) serd ahora el valor de a
cuya esperanza E'(|0 — a|) es minima.

En la seccién 4.5 se demostré que para cualquier distribucién de probabilidad de 6,
la esperanza de | — a| serd minima cuando se elija a igual a 1a mediana de la distribucién
de 6. Por tanto, cuando la esperanza de |# — a| se calcula respecto a la distribucién final
de 0, esta esperanza serd minima cuando se elija a igual a la mediana de la distribucién
final de . Cuando se utiliza la funcién de pérdida del error absoluto (7) resulta que el
estimador Bayes 6*(X) es un estimador cuyo valor siempre es igual a la mediana de
la distribucién final de . Se considerardn ahora los ejemplos 1 y 2 de nuevo, pero se
utilizard la funcién de pérdida del error absoluto en lugar de la funci6én de pérdida del
error cuadrético.

Ejemplo 3: Estimacién del pardmetro de una distribucién de Bernoulli. Considérense
de nuevo las condiciones del ejemplo 1, pero supéngase ahora que se utiliza la funcion de
pérdida del error absoluto, dada por la ecuacién (7). Para cualesquiera valores observados
zi,...,Tn, la estimacién Bayes §*(x) sera igual a la mediana de la distribucién final de
8, que es una distribucién beta con pardmetros o +y y S+ n — y. No existe una expresion
sencilla para esta mediana. Se debe determinar por medio de aproximaciones numéricas
para cada conjunto concreto de valores observados. «

Ejemplo 4: Estimacién de la media de una distribucién normal. Considérense de nuevo
las condiciones del ejemplo 2, pero supdngase ahora que se utiliza la funcién de pérdida del
error absoluto, dada por la ecuacién (7). Para cualesquiera valores observados z,,...,z,,
la estimacién Bayes §*(x) serd igual a 1a mediana de la distribucién normal final de §. Sin
embargo, puesto que la media y la mediana de cualquier distribucién normal son iguales,
8*(x) también es igual a la media de la distribucion final. Por tanto, el estimador Bayes
respecto a la funcién de pérdida del error absoluto es el mismo que el estimador respecto
a la funcién de pérdida del error cuadrético; y de nuevo estd dado por la ecuacién (6). <«
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Otras funciones de pérdida. Aunque la funcién de pérdida del error cuadritico y, en
menor grado, la funcién de pérdida del error absoluto son las més utilizadas en problemas
de estimacion, es posible que ninguna de estas funciones de pérdida sea apropiada en un
problema concreto. En algunos problemas, seria apropiado utilizar una funcién de pérdida
que tenga la forma L(8,a) = |# —a|*, donde k es un niimero positivo distinto de 1 6 2. En
otros problemas, la pérdida que resulta cuando el error |6 — a| tiene una magnitud concreta
dependeria del verdadero valor de 6. En tal caso, seria apropiado utilizar una funcién de
pérdida que tenga la forma L(6,a) = A(0)(8 —a)? o L(8,a) = A(0)|0 — a|, donde A(8) es
una funcién positiva de 6. En otro tipo de problemas, puede ser mas costoso sobreestimar
el valor de € en cierta cantidad que subestimarlo en la misma cantidad. Una funcién de
pérdida especifica que refleja esta propiedad es la siguiente:

_ [3(6—a)® para 0 <a,
L(6,a) = { (0 —a)®> para 6 > a.

Otros tipos de funciones de pérdida pueden ser relevantes en otros problemas de
estimacion. Sin embargo, en este libro se consideran solamente las funciones de pérdida
del error cuadrdtico y del error absoluto.

Estimador Bayes para muestras grandes

Efecto de distintas distribuciones iniciales. Supdngase que se desconoce la proporcion 6
de articulos defectuosos en un gran cargamento y que la distribucion inicial de 6 es una
distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 1). Supdngase, ademads, que se debe estimar
el valor de @ y que se utiliza la funcién de pérdida del error cuadritico. Supéngase, por
ultimo, que en una muestra aleatoria de 100 articulos del cargamento se hallaron exacta-
mente diez articulos defectuosos. Puesto que la distribucién uniforme es una distribucién
beta con parametros = 1y # = 1 y puesto que n = 100 e y = 10 para la muestra dada,
de la ecuacién (S) resulta que la estimacién Bayes es 6(xz) = 11/102 = 0.108.

Supéngase ahora que la f.d.p. inicial de 6 tiene la forma £(8) = 2(1 — @) para
0 < 8 < 1, en lugar de tener una distribucién uniforme, y que de nuevo se encuentran
exactamente diez articulos defectuosos en una muestra aleatoria de 100 articulos. Puesto
que &£(6) es la f.d.p. de una distribucién beta con pardmetros @ = 1y 8 = 2, de la
ecuacion (5) se deduce que, en este caso, la estimacion Bayes de 6 es §(x) = 11/103 =
= 0.107.

Las dos distribuciones iniciales consideradas aqui son completamente distintas. La
media de la distribucién inicial uniforme es 1/2 y la media de la otra distribucién inicial
beta es 1/3. Sin embargo, debido a que el nimero de observaciones en la muestra es
muy grande (n = 100), las estimaciones Bayes respecto a las dos distribuciones iniciales
distintas son casi iguales. Es mds , los valores de ambas estimaciones estin muy cerca
de la proporcién observada de articulos defectuosos en la muestra, que es 7,, = 0.1.

Consistencia del estimador Bayes. Puesto que el valor desconocido de 8 es 1a media de
la distribucion de Bernoulli de donde se seleccionan las observaciones, de la ley de los
grandes nimeros expuesta en la seccion 4.8 resulta que X, converge en probabilidad a
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este valor Ec_asconocido cuando n — oo. Puesto que la diferencia entre el estimador Bayes
6*(X) y X, converge en probabilidad a 0 cuando n — oo, se puede concluir, ademis,

.que 8*(X) converge en probabilidad al valor desconocido de 6§ cuando n — oo.

Una sucesion de estimadores que converge al valor desconocido del parimetro que
se estima, cuando n — oo, se denomina sucesion consistente de estimadores. Asi, se ha
demostrado que los estimadores Bayes 6*(X) constituyen una sucesién de estimadores
en el problema considerado aqui. La interpretacion prictica de este resultado es como
sigue: Cuando se selecciona un valor grande de observaciones, existe una probabilidad
alta de que el estimador Bayes se encuentre muy cerca del valor desconocido de 6.

Los resultados que se acaban de presentar para estimar el parimetro de una dis-
tribucién de Bernoulli también son ciertos para otros problemas de estimacion. Partiendo
de condiciones generales y para una amplia clase de funciones de pérdida, los estimadores
Bayes de un pardmetro 6 constituirdn una sucesién consistente de estimadores cuando el
tamafio muestral n — oo. En particular, para muestras aleatorias de cualquiera de las di-
versas familias de distribuciones, tratadas en la seccién 6.3, si se asigna una distribucién
inicial conjugada al pardmetro y se utiliza la funcién de pérdida del error cuadritico, los
estimadores Bayes constituirdn una sucesién consistente de estimadores.

Por ejemplo, considérense de nuevo las condiciones del ejemplo 2. En ese ejemplo,
se selecciona una muestra aleatoria de una distribucién normal con media # desconocida
y el estimador Bayes 6*(X) dado por la ecuacién (6). Por la ley de los grandes niimeros
X . convergeri al valor desconocido de la media # cuando n — co. Se puede observar
ahora a partir de la ecuacién (6) que §*(X) también convergerd a 6 cuando n — oo.
Consecuentemente, los estimadores Bayes constituirin de nuevo una sucesion consistente
de estimadores.

Se proporcionan otros ejemplos en los ejercicios 6 y 10 del final de esta seccién.

EJERCICIOS

1. Supdngase que se desconoce la proporcién 6 de articulos defectuosos de un gran
cargamento y que la distribucién inicial de 4 es una distribucién beta cuyos parimetros
son « = 5 y 8 = 10. Supbngase, ademds, que se seleccionan al azar 20 articulos
del cargamento y que exactamente uno de estos articulos resulta defectuoso. Si se
utiliza la funcién de pérdida del error cuadratico, ;cudl es la estimacién Bayes de 6?

2. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 1. Supdéngase que la distribucién
inicial de # es como se indica en el ejercicio 1 y supdngase de nuevo que se selec-
cionan al azar 20 articulos del cargamento.

(a) ¢Para qué nimero de articulos defectuosos de la muestra serd un méximo el
error cuadratico medio del estimador Bayes?

(b) (Para qué nimero serd minimo el error cuadritico medio del estimador Bayes?

3. Supdngase que se selecciona una muestra aleatoria de tamafio n de una distribucién
de Bernoulli con parametro § desconocido y que la distribucién inicial de 8 es una
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distribucién beta con media po. Demuéstrese que la media de la distribucion final de
6 serd un promedio ponderado que tiene la forma v, X, + (1 — v, )0 y demuéstrese
que v, — 1 cuando n — oo. '

. Supdngase que el nimero de defectos en una cinta magnética de grabacién de 1200
pies tiene una distribucién de Poisson con media 8 desconocida y que 1a distribucion
inicial de ¢ es una distribucién gamma con pardmetros « = 3 y 8 = 1. Cuando se
seleccionan cinco cintas al azar y se inspeccionan, el nimero de defectos que resultan
son 2,2,6,0 y 3. Si se utiliza 1a funcién de pérdida del error cuadritico, ;jcudl es la
estimacién Bayes para 8? (véase Ejercicio 4 de la Sec. 6.3)

. Supdéngase que se selecciona una muestra aleatoria de tamafo n de una distribucién de
Poisson con media § desconocida y que la distribucidn inicial de § es una distribucién
gamma con media po. Demuéstrese que la media de la distribucién final de 6 sera
una media ponderada de la forma v, X, + (1 — vn)po y demuéstrese que v, — 1
cuando n — oo.

. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 5 y supdngase que se debe esti-
mar el valor de 8 utilizando 1a funcién de pérdida del error cuadratico. Demuéstrese
que los estimadores Bayes para n = 1,2,..., constituyen una sucesién consistente
de estimadores de §.

. Supbéngase que las estaturas de los individuos de una cierta poblacién tienen una
distribucién normal con media 8 desconocida y cuya desviacién tipica es 2 pulgadas.
Supéngase, también, que la distribucién inicial de 8 es una distribucién normal cuya
media es 68 pulgadas y cuya desviacion tipica es 1 pulgada. Supdngase, por iltimo,
que se seleccionan al azar diez personas de la poblacién y que resulta que su estatura
promedio es 69.5 pulgadas.

(a) Si se utiliza la funcién de pérdida del error cuadritico, ;cuil es la estimacién
Bayes de 6?

(b) Si se utiliza la funcién de pérdida del error absoluto, jcual es la estlmac16n
Bayes de 4?7 (véase Ejercicio 6 de la Sec. 6.3)

. Supdngase que se selecciona una muestra aleatoria de una distribucién normal con
media 6 desconocida y desviacién tipica 2, que la distribucién inicial de ¢ es una
distribucién normal cuya desviacién tipica es 1, y que se debe estimar el valor de
@ utilizando la funcién de pérdida del error cuadrético. ;Cudl es el menor tamafio
muestral que se debe seleccionar para que la media del error cuadritico del estimador
Bayes de 4 sea un valor menor de 0.01 o igual? (véase Ejercicio 9 de la Sec. 6.3)

. Supdngase que el tiempo en minutos que se necesita para atender a un cliente en
cierto servicio tiene una distribucién exponencial con pardmetro 6 desconocido, que
la distribucién inicial de ¢ es una distribucién gamma con media 0.2 y desviacion
tipica 1 y que el promedio del tiempo requerido para atender una muestra aleatoria
de 20 clientes es 3.8 minutos. Si se utiliza la funcién de pérdida del error cuadrético,
(cudl es la estimacién Bayes de §? (véase Ejercicio 11 de la Sec. 6.3)
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10.

11.

12.

13.

Supdngase que se selecciona una muestra aleatoria de tamaifio n de una distribuci6n
exponencial con pardmetro 6 desconocido, que la distribucién de 8 es una distribucién
gamma especifica'y que se debe estimar el valor de @ utilizando la funcién de
pérdida del error cuadratico. Demuéstrese que los estimadores Bayes, constituyen
una sucesion consistente de estimadores de § paran =1,2,.. ..

Sea 6 la proporcidn de votantes registrados que estan a favor de cierta proposicién en
una gran ciudad. Supdngase que se desconoce el valor de § y que dos estadisticos A y
B asignan a 6 las siguientes f.d.p. iniciales distintas, £4(6) y £5(8), respectivamente:

Ea(0) =20 para 0<6 <1,
() =403 para 0 <6 < 1.

En una muestra aleatoria de 1000 votantes registrados de la ciudad, se encuentra que
710 estdn a favor de la proposicion.

(a) Determinese la distribucién final que asigna cada estadistico a 6.

(b) Determinese la estimaci6én Bayes de cada estadistico basindose en la funcién
de pérdida del error cuadratico.

(c) Demuéstrese que después de haber obtenido las opiniones de 1000 votantes re-
gistrados de la muestra aleatoria, las estimaciones Bayes de los dos estadisticos
no podrian diferir en mds de 0.002, independientemente del nimero de los que
estdn a favor de la proposicidon en la muestra. '

Supbngase que X;,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (0, 8), con § desconocido. Supdéngase, ademis, que la
distribucién inicial de 6 es una distribucién de Pareto con parametros ¢ y « (zg > 0,
a > 0), como se defini6 en el ejercicio 15 de la seccién 5.9. Si se va a estimar el
valor de @ utilizando la funcién de pérdida del error cuadratico, ;cudl es el estimador
Bayes? (véase Ejercicio 17 de la Sec. 6.3)

Supébéngase que X;,..., X, constituyen una muestra. aleatoria de una distribucién
exponencial con pardmetro § desconocido (6 > 0). Sea £(6) la f.d.p. inicial de 6
y sea 6 el estimador Bayes para ¢ respecto a la f.d.p. inicial £(#) cuando se utiliza
la funcién de pérdida del error cuadratico. Sea i = 02 y supéngase que en lugar
de estimar 6 se desea estimar el valor de v sujeto a la funcién de pérdida del error
cuadritico siguiente:

L(¢,a) = (¥ —a)®> parayy >0, a>0.

Sea 1 el estimador Bayes de 1. Expliquese por qué v > 02 Sugerencia: Utilicese el
hecho de que para cualquier variable aleatoria Z que pueda tener dos 0 mds valores,
E(Z?) > [E(Z)]*.




6.5 Estimadores maximo verosimiles 323

6.5 ESTIMADORES MAXIMO VEROSIMILES

Limitaciones de los estimadores Bayes

La teoria de los estimadores Bayes, descrita en las secciones anteriores, proporciona una
teoria satisfactoria y coherente para la estimacién de parametros. De hecho, de acuerdo con
los estadisticos que se adhieren a la filosofia bayesiana, esta es la unica teoria coherente
de estimacién que puede ser desarrollada. Sin embargo, existen ciertas limitaciones a
la aplicabilidad de esta teoria en problemas estadisticos practicos. Para aplicar la teoria,
es necesario especificar una funcién de pérdida particular como por ejemplo la funcién
del error cuadritico o la funcién del error absoluto y ademds una distribucién inicial
para el parimetro. En principio, pueden existir especificaciones razonables, pero podria
resultar muy dificil y llevar mucho tiempo determinarlas. En algunos problemas, el
estadistico debe determinar las especificaciones que serian apropiadas para clientes o
empresarios a 1os que no tiene acceso o que, por alguna razén, no pueden comunicar sus
preferencias y conocimientos. En otros problemas, puede ser necesario que una estimacién
se determine conjuntamente por los miembros de un grupo o comité y puede ser dificil
para los miembros del grupo llegar a un acuerdo sobre una funcién de pérdida y una
distribucién inicial apropiadas.

Otra posible dificultad es que en un problema concreto el parimetro ¢ puede ser, de
hecho, un vector de pardmetros reales cuyos valores son desconocidos. La teoria de la
estimacién Bayes que se ha desarrollado en las secciones anteriores se puede generalizar
facilmente para incluir la estimacién de un vector de pardmetros 6. Sin embargo, para
aplicar esta teorfa en un problema de este tipo es necesario especificar una distribucién
inicial multivariante para el vector 8 y ademds especificar una funcién de pérdida L(6, a)
como una funcién del vector @ y del vector @ que serd utilizada para estimar 8. Aun a
pesar de que, en un problema concreto, el estadistico puede estar interesado en estimar
unicamente una o dos componentes del vector 8 debe, de cualquier manera, asignar una
distribucién inicial multivariante al vector & completo. En muchos problemas estadisticos
importantes, algunos de ellos tratados més adelante, 8 puede tener un gran nimero de
componentes. En tales problemas, es especialmente dificil especificar una distribucién
inicial razonable sobre el espacio multidimensional 2.

Hay que destacar que no existe una forma sencilla de resolver estas dificultades.
Otros métodos de estimacién que no estin basados en distribuciones iniciales y funciones
de pérdida, no s6lo suelen tener serios defectos en su estructura teérica, sino también
severas limitaciones pricticas. Sin embargo, es itil poder aplicar un método relativamente
sencillo para construir un estimador sin tener que especificar una funcién de pérdida y una
distribucién inicial. En esta seccién se describe un método de estas caracteristicas que se
denomina método de mdxima verosimilitud. Este método, que fue introducido por R.A.
Fisher en 1912, se puede aplicar a la mayoria de los problemas, tiene un fuerte atractivo
intuitivo y usualmente proporciona una estimacién razonable de . Ademads, si la muestra
es grande, el método suele proporcionar un estimador excelente de 8. Por estas razones,
el método de méxima verosimilitud es quizéds el método de estimacién mds ampliamente
utilizado en estadistica.
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Definicion de un estimador maximo verosimil

Supbngase que las variables aleatorias X,,...,X,, constituyen una muestra aleatoria de
una distribucién discreta o una distribucién continua cuya f.p. o f.d.p. es f(£|¢), donde
el parametro # pertenece a un espacio paramétrico 2. Aqui, # puede ser un pardmetro
real o un vector de pardmetros. Para cualquier vector observado = = (z;,...,z,) de
la muestra, el valor de la f.p. conjunta o f.d.p: conjunta, se denotard como de costumbre
por f.(x]f). Como antes, cuando f,(x|f) se considera una funcién de 6 para un vector
concreto x, se denomina la funcion de verosimilitud.

Supdngase, por el momento, que el vector observado = proviene de una distribucién
discreta. Si se debe elegir una estimacién de 8, seguramente no se consideraria un valor
de @ € Q para el que fuese imposible obtener el vector  observado. Es mds, supéngase
que la probabilidad f,,(x|6) de obtener el vector observado real  es muy alta cuando
@ tiene un valor particular, por ejemplo, § = 6y y es muy pequefia para cualquier otro
valor de 8 € 2. Entonces se estimaria de forma natural el valor de 8 con 6, (a menos
que se dispusiera de informacién inicial que dominase a la evidencia de la muestra y
que apuntara hacia otro valor). Cuando la muestra proviene de una distribucién continua,
de nuevo seria natural tratar de determinar un valor de 6 para el que la densidad de
probabilidad f,(x|f) sea grande y utilizar este valor como una estimacién de 6. Para
cualquier vector observado x, este razonamiento nos conduce a considerar un valor de
6 cuya funcién de verosimilitud f,(x|f) es un miximo y a utilizar este valor como una
estimacion de 6. Este concepto se formaliza en la siguiente definicion:

Para cada posible vector observado z, sea é(x) € Q un valor de 8 € Q cuya funcién
de verosimilitud f,(x|0) es un miximo y sea § = §(X) el estimador de 6 definido de
esta forma. El estimador 4 se denomina estimador mdximo verosimil de 6. La expresién
estimador mdximo verosimil o estimacién mdximo verosimil se abrevia EM.V,

Ejemplos de estimadores maximo verosimiles

Hay que tener en cuenta que en algunos problemas, para ciertos vectores observados z,
el valor mdximo de f,(«|f) podria no alcanzarse para un punto § € Q. En tal caso, no
existe un EIM.V. de §. Para otros vectores observados x, el valor miximo de f,(z|9)
se puede alcanzar en mis de un punto del espacio 2. En tal caso, el EIM.V. no est4
definido univocamente y se puede elegir cualquiera de esos puntos como el estimador
#. En muchos problemas pricticos, sin embargo, existe el EIM.V. y estd univocamente
definido.

Se ilustra ahora el método de mixima verosimilitud y estas posibilidades conside-
rando siete ejemplos. En cada ejemplo se intenta determinar un EM.V.

Ejemplo 1: Muestreo de una distribucion de Bernoulli. Sup6ngase que las variables
aleatorias X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién de Bemoulli
con pardmetro # desconocido (0 < 6 < 1). Para cualesquiera valores observados
zy,...,&y,, donde cada z; es 0 6 1, la funcién de verosimilitud es

fa(z|0) =[]0 (1 —6) = (1)
i=1
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El valor de . que maximiza la funcién de verosimilitud f,(z|f) serd el mismo que el
valor de ¢ que maximiza log f,,(«|6). Por tanto, serd conveniente determinar el EM.V,
obteniendo el valor de § que maximiza

L(8) = log fa(xl0) = E [zilog 0 + (1 — z;) log(1 — )]
i=1
2

= (i a:,-) log 8 + (n ~ f:.z-.-) log(1 — 6).

=1 i=1

Si se calcula ahora la derivada dL(60)/d0, se iguala ésta a 0 y se resuelve la ecuacién
resultante para §, se obtiene que § = T,. Se puede comprobar que este valor ciertamente
maximiza L(#). Por tanto, también maximiza la funcién de verosimilitud definida por la
ecuacién (1). Resulta, por tanto, que el EM.V.de § es § = X,. <

Del ejemplo 1 resulta que si X, ..., X,, se consideran como n pruebas de Bernoulli,
entonces el E.M.V. de la probabilidad desconocxda de éxito en cualquier prueba concreta
es 51mp1emente la proporci6n de éxitos observados en las n pruebas.

Ejemplo 2: Muestreo de una distribucién normal. Sup(mgase que X1,..., Xn constitu-
yen una muestra aleatoria de una distribucién normal con media i desconocida y varianza
o? conocida, Para cualesquiera valores z,,...,z,, la funcién de verosimilitud f,(x|x)
seré )

fa(zlp) = @';;}27,75' exp ['-2—};5 > (=i - #)2] : 3
i=1

De la ecuacién (3) se puede observar que f,(x|x) se maximiza en el valor de u que
minimiza

n

Q(u) > (i — p)? = Zw —2u2x.+nﬂ

i=1 i=l

Si se calcula ahora la derivada dQ(u)/dp, se iguala ésta a 0 y se resuelve la ecuacién
resultante para u, se obtiene que 4 = T,,. Resulta, por tanto, que el EMV de pes g = X,,.
<

En el ejemplo 2 se puede observar que el estimador f no depende del valor de la
varianza o2, que se supuso conocido. E1 E.M.V. de la media desconocida y es simplemente
la media muestral X, independientemente del valor de ¢2. Se ver4 esto de nuevo en el
siguiente ejemplo, en el que se deben estimar p y o2,
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Ejemplo 3: Muestreo de una distribucién normal con varianza desconocida. Supéngase
de nuevo que X;,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién normal,
pero supdngase ahora que ambas, la media p y la varianza o2 son desconocidas. Para
cualesquiera valores observados z,...,zn, la funcién de verosimilitud f,(z|y,o?) de
nuevo estd dada por la parte derecha de la ecuacién (3). Esta funcién se debe maximizar
ahora sobre todos los valores posibles de ;1 y de o2, donde —oo < g < o0, 02 > 0.
En lugar de maximizar la funci6n de verosimilitud f, (x|, o?) directamente,es de nuevo
mds facil maximizar log f,(z|u, 02). Resulta que

L(p,0?) = log fa(z|p, 0?)
__r _n SRR o VI S
=3 log(2) 3 logo 557 ;(:c, ©)“.

Se deben obtener los valores de p'y o2 para los cuales L(p,0?) sea maxima, deter-
minando los valores de p y o2 que satisfacen las dos ecuaciones siguientes:

2
oLk %) _q (5a)
ou
OL(p,02%)

De la ecuacion (4) se obtiene la relacién

M = o2 Z(wa MES 12 (iZ:;:c.- - np).

Por tanto, de la ecuacién (5a) se obtiene ‘que U= Tn.
Ademé4s, de la ecuacién (4),

OL(p,0?) n 1 <&
902~ 952 35 42(‘”"—”)2:

Cuando [ se reemplaza por el valor T que se acaba de obtener de la ecuacién (5b) se
obtiene que

= E(m ~ %)’ (6)

Asi como T,, se denomina media muestral, el estadistico de 1a parte derecha de la
ecuacion (6) se denomina varianza muestral. Es la varianza de una distribucién que asigna
probabilidad 1/n a cada uno de los n valores observados z;,...,z, de la muestra.

Se puede comprobar que los valores de p y o? que satisfacen las ecuaciones (5a) y
(5b), efectivamente proporcionan el valor mdximo de L(u,o?). Por tanto, los EM.V. de
iy o? son

. —~_ 1
_Xn Yy o ——;;(X,—

En otras palabras, los E.M.V. de la media y la varianza de una distribucién normal son la
media muestral y la varianza muestral. <«
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Ejemplo 4: Muestreo de una distribucién uniforme. Sup6ngase que X, ...,X, cons-
tituyen una muestra aleatoria de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, 6), con
pardmetro 6 desconocido (6 > 0). La f.d.p. f(z|f) de cada observacién tiene la siguiente
forma:

1
— <z <
F(z]0) = { g pualszs<é, %)
0 en otro caso.
Por tanto, la f.d.p. conjunta f,(x|f) de X;,...,X, tiene la forma
1
fa(=16) = { o Pe DE R SIEZ L ®)
0 enotro caso.

De la ecuacién (8) se puede observar que el E.M.V. de 8 debe ser un valor de 6 tal

que 6 > z; paraz = 1,...,n y que maximiza 1/6". Puesto que 1/0" es una funcién
decreciente de 6, la estimaci6n sera el menor valor de 6 tal que 6 > z; para: =1,...,n.
Como este valor es § = max{zy,...,z,}, el EM.V.de § es § = max{X1,...,X,}. «

Hay que resaltar que en el ejemplo 4, el EM.V. 6 no parece ser un estimador
apropiado de 6. Puesto que max(X1, ..., X,) < 6 con probabilidad 1, resulta obvio que
§ tiende a subestimar el valor de §. De hecho, si se asigna a 6 cualquier distribucién
inicial, entonces el estimador Bayes para 6 resultard mayor que 6. La magnitud en que
el estimador Bayes supera a 8, dependera naturalmente de la distribucién inicial que se
utiliza y de los valores observados de X;,...,X,.

Ejemplo 5: No existencia de un E.M.V. Sup6ngase de nuevo que X,, ..., X, constituyen
una muestra aleatoria de una distribucién uniforme sobre el intervalo (0, #). Sin embargo,
supdngase ahora que en lugar de escribir la f.d.p. f(z|f) de la distribucién uniforme en
la forma dada por la ecuacién (7), se escribe de la siguiente forma:

1
7 parald <z < 0,

f(z|0) = )

0 en otro caso.

La tnica diferencia entre la ecuacién (7) y la (9) es que el valor de 1a f.d.p. en cada
uno de los dos puntos 0 y € se ha cambiado reemplazando las desigualdades débiles de
la ecuacién (7) por las desigualdades estrictas de la ecuacién (9). Por tanto, se puede
utilizar cualquiera de las dos ecuaciones como la f.d.p. de la distribucién uniforme. Sin
embargo, si se utiliza la ecuacién (9) como la f.d.p., entonces un E.M.V. de # serd un
valor de 6 tal que 8 > z; para: = 1,...,n y que maximiza 1/6". Hay que tener en
cuenta que los valores posibles de # no incluyen el valor § = max(z,,...,z,), puesto
que 8 debe ser estrictamente mayor que cada valor observado z;(: = 1,...,n). Puesto
que @ se puede elegir arbitrariamente cerca del valor max(z;,...,z,) pero no se puede
elegir igual a este valor, resulta que no existe el EM.V. de . «
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Los ejemplos 4 y S ilustran un inconveniente del concepto de un E.M.V. En todas
las exposiciones previas sobre las f.d.p., se subraya el hecho de que es irrelevante si se
elige la f.d.p. de la distribucién uniforme como 1/6 sobre el intervalo abierto 0 < = < 6
o sobre el intervalo cerrado 0 < z < 8. Ahora, sin embargo, se observa que la existencia
de un E.M.V. depende de esta eleccidn irrelevante y sin importancia. Esta dificultad se
elimina ficilmente en el ejemplo 5 utilizando 1a f.d.p. dada por la ecuacién (7), en lugar
de la dada por la ecuacién (9). En otros muchos problemas también se puede eliminar una
dificultad de este tipo relacionada con la existencia de un EM.V,, eligiendo una versién
apropiada de la f.d.p. para representar la distribucién dada. Sin embargo, como se observa
en el ejemplo 7, la dificultad no siempre se puede eliminar.

Ejemplo 6: No unicidad de un EM.V. Supdngase que X;,...,X, constituyen una
muestra aleatoria de una distribucién uniforme sobre el intervalo (6,8 + 1), con pardmetro
6 desconocido (—oo < 6 < 00). En este ejemplo, la f.d.p. conjunta f,(x|0) tiene 1a forma

f1 para 6<z; <641(G=1,...,n),
0 o -— %t = ’ ’ ] 1
fa(=16) 0 en otro caso. (10)
La condicién de que 8 < z; parat = 1,...,n, es equivalente a la condicién de que
6 < min{z,,...,z,}. Andlogamente, la condicién de que z; < @+ 1parai=1,...,n,
es equivalente a la condicién de que § > max{z;,...,z,} — 1. Por tanto, en lugar de
escribir . f,,(x|0)-en la forma de la ecuacién (10), se puede utilizar la siguiente forma:

_ f1 para max(zy,...,z,) —1 <6 < min(zy,...,z,),
f,,(:c|0)_{0 en otro caso. an

Entonces, es posible seleccionar como un EM.V. cualquier valor de # en el intervalo
. max(xy,...,&n) — 1< 68 <min(zy,...,z,). (12)

En este ejemplo, el E.M.V. no estd especificado univocamente. De hecho, el método
de mixima verosimilitud no proporciona ayuda alguna para elegir un estimador de §. La
verosimilitud de cualquier valor de 6 fuera del intervalo (12) es realmente 0. Por tanto,
ningin valor de 6 fuera de este intervalo podria haber sido estimado y todos los valores
dentro del intervalo son EM.V. «

Ejemplo 7: Muestreo de una mezcla de dos distribuciones. Considérese una variable
aleatoria X que puede provenir de una distribucién normal con media 0 y varianza 1 o de
otra distribucién con media p y varianza o2 con la misma probabilidad, donde ambas, u y
o2, son desconocidas. Bajo estas condiciones, l1a f.d.p. f{z|u,o?) de X seri el promedio
de las f.d.p. de las dos distribuciones normales distintas. Entonces,

1 1 2 1 — \2
et o) = { g (-5 ) + g e S 09



6.5 Estimadores méximo verosimiles 329

Supéngase ahora que X3, .., X,, constituyen una muestra aleatoria de la distribucién
cuya f.d.p. esti dada por la ecuacién (13). Como siempre, la funcién de verosimilitud
fa(z|p, 0?) tiene la forma

fal=zlp, 0?) = [] F(=ilp, o). (14)
i=1

Para obtener los EIM.V. de u y o2, se deben hallar valores de estos pardmetros tales que
fn(x|p, 0%) se maximice.

Sea z; cualquiera de los valores observados z1,...,x,. Sise define p = z; y
o2 — 0, entonces el factor f(zi|u,o?) de la parte derecha de la ecuacién (14) crecerd
indefinidamente, mientras que el factor f(z;|u,0?) para z; # z; se aproximard al valor

1 z?
20m)7z P ("2‘) '
Por tanto, cuando p = z; y o2 — 0, se obtiene que f, (x|, 0?) — oo.
El valor 0 no es una estimacién correcta de o2 porque se sabe de antemano que
o? > 0. Puesto que la funcién de verosimilitud se puede hacer arbitrariamente grande
eligiendo u = z; y eligiendo o arbitrariamente cerca de 0, resulta que no existen EM.V.

Si se trata de corregir esta dificultad permitiendo que el valor 0 sea una estimacién
correcta de o2, entonces se encuentra que existen n pares distintos de EM.V. de u y

ol i =z y o2 =0 para £k = 1,...,n. Todas estas estimaciones carecen de sentido.
Considérese de nuevo la descripcién, dada al principio de este ejemplo, de las dos distribu-
ciones normales de las que podria provenir cada observacién. Supéngase, por ejemplo,
que n = 1000 y que se utilizan las estimaciones fi = z3 y 02 = 0. Entonces se podria esti-
mar el valor de la varianza desconocida como cero y ademés, en efecto, se podria concluir
que exactamente un valor observado z3 proviene de la distribucién normal desconocida,
mientras que los otros 999 valores observados provienen de la distribucién normal con
media 0 y varianza 1. De hecho, sin embargo, puesto que cada observacién proviene de
cualquiera de las dos distribuciones con igual probabilidad, es mucho mis probable que
cientos de valores observados, en lugar de uno s6lo, provengan de la distribucién normal
desconocida. En este ejemplo, el método de mixima verosimilitud, obviamente, no es
satisfactorio. <« ’

EJERCICIOS

1. No se sabe que proporcién p de la compra de cierta marca de cereal es realizada por
mujeres y que proporcion es realizada por hombres. En una muestra aleatoria de 70
compras de este cereal, se encontr6 que 58 fueron realizadas por mujeres y 12 por
hombres. Determinese el EM.V. de p.
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. Considérense de nuevo las condiciones del ejercicio 1, pero supongase, ademds, que

se sabe que % <p< % Si las observaciones de una muestra aleatoria de 70 compras
son como en el ejercicio 1, ;cudl es el EM.V. de p?

. Supéngase que X}, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién de

Bernoulli con pardmetro 6 desconocido, pero se sabe que 6 pertenece al intervalo
abierto 0 < 0 < 1. Demuéstrese que el E.M.V. de # no existe si todo valor observado
es 0 o si todo valor observado es 1.

. Supdéngase que X, ..., X,, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién de

Poisson con media ¢ desconocida (¢ > 0).

(a) Determinese el EIM.V. de 6, suponiendo que al menos uno de los valores ob-
servados es distinto de 0. -

(b) Demuéstrese que el EM.V. de 6 no existe si todo valor observado es 0.

. Supbngase que Xi,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribuciéon

normal con media p conocida pero con varianza o2 desconocida. Determinese el
EM.V.de ¢2.°

. Supéngase que Xi,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién

exponencial con pardmetro 8 desconocido (8 > 0). Determinese el EM.V. de g.

. Supéngase que Xi,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién

cuya f.d.p. f(z|6) es la siguiente:

oy _ J €8~ paraz > 6,
f(=16) = {0 para z < 6.

Ademais, supdngase que el valor de 6 es desconocido (—oco < § < o0).
(a) Demuéstrese que no existe el E.IM.V. de 6.

(b) Determinese otra version de la f.d.p. de esta misma distribucién para la cual
exista el E.M.V. de 6 y encuéntrese este estimador.

. Sup6bngase que Xi,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién

cuya f.d.p. f(x|6) es la siguiente:

f((l:'e): {0179_1 paraO<:I:< 1,

0 en otro caso.

Ademis, supéngase que el valor de  es desconocido (6 > 0). Determinese el EM.V.
de 6.

. Supéngase que X;,...,X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién

cuya f.d.p. f(z|0) es la siguiente:

f(z|6) = —;-e_lx—el para— oo < T < oo.

Ademis, supéngase que el valor de 6 es desconocido (—oco < < oo). Determinese
el EM.V. de 6. :
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10. Supdngase que Xi;,..., Xn constituyen una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme sobre el intervalo (4, 6-2), donde 8, y 8, son desconocidos (—oco < 6, <
< 02 < oo). Determinense los EM.V. de 6, y 6,.

11. Supdéngase que una gran poblacién contiene k tipos de individuos distintos (k¥ > 2)
y sea 6; la proporcién de individuos del tipo i parai =1,...,k. Aqui,0<8; <1y
61+ -- -+ 6 = 1. Supbngase, ademds, que en una muestra aleatoria de n individuos
de esta poblacién, exactamente n; individuos son del tipo i, donde n; +- - -4+ n; = n.
Determinense los EM.V. de 84,...,60;.

12. Supdngase que los vectores bidimensionales (X, Y1), (X2,Y2),...,(Xn,Ys) cons-
tituyen una muestra aleatoria de una distribucién normal bivariante donde las medias
de X e Y son desconocidas pero cuyas varianzas y correlacién son conocidas. De-
terminense los E.M.V. de las medias.

13. Supdngase que los vectores bidimensionales (X, Y1), (X2,Y2),...,(X,.,Y,) cons-
tituyen una muestra aleatoria de una distribucién normal bivariante cuyas medias de
X e Y, varianzas y correlacién son desconocidas. Demuéstrese que los EEM.V. de
estos cinco parametros son los siguientes:

ﬂ2=?na
; Xy A= Tl

Zi:l (Xi — yﬂ)(Yt — l_/-n)
[or (X = X)) 2 [, (% = Ta)?]

=

[
il

«

™
I

1/2°

6.6 PROPIEDADES DE ESTIMADORES MAXIMO VEROSIMILES

Invarianza

Supéngase que las variables X,,..., X, constituyen una muestra aleatoria de una dis-
tribucién cuya f.p. o f.d.p. es f(x|6) con parimetro 8 desconocido y sea 6 el EIM.V. de
6. Entonces, para cualesquiera valores z,,. .., z,, la funcién de verosimilitud f,(x|0) se
maximiza cuando 8 = 6.

Supéngase ahora que se cambia el parametro de la distribucién como sigue: En lugar
de expresar la f.p. o la f.d.p. f(z|6) en funcién del pardmetro 6, se expresa en funcién
de un nuevo pardmetro 7 = g(#), donde ¢ es una funcién biunivoca de 6. Se define
6 = h(r) como la correspondiente funcién inversa. Entonces, la f.p. o la f.d.p. de cada
valor observado expresada a partir del nuevo pardmetro 7, serd f[z|h(7)] y la funcién de
verosimilitud serd f,[z|h(7)].
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El EMM.V. 7 de 7 serd igual al valor de 7 que maximice fn[z|h(7)]. Puesto que
fn(x|0) se maximiza cuando 6 = 6, resulta que f,[=|h(7)] se maximizaré cuando h(T) =
= 6. Por tanto, el EM.V. 7 debe satisfacer la relacién h(7) = 6 o equivalentemente,

# = g(6). Se ha establecido por tanto, la siguiente propiedad, que se denomina propiedad
de invarianza de estimadores miximo verosimiles.

Si 6 es el estimador mdximo verosimil de 0, entonces g(0) es el estimador mdximo
verosimil de g(9).

La propiedad de invarianza se puede extender a funciones de un vector de parametros
6. Supéngase que 8 = (f;,...,0;) es un vector de k pardmetros reales. Si 7 = g¢
(61,..., 6) es una funcién real de 6,,...,0;, entonces 7 se puede considerar como
una componente de una transformacién biunivoca del conjunto de pardmetros 6, . .., 0k
a un nuevo conjunto de k pardmetros reales. Por tanto, si 61,...,0; son los EM.V. de
0,...,0, de la propiedad de invarianza resulta que el EM.V. de T es # = g(d1, ..., Ox).

Ejemplo 1: Estimacién de la desviaci6n tipica y del momento de orden dos. Supbéngase
que las variables X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién normal
con media u y varianza o? desconocidas. Se determinar4 el E.M.V. de la desviacién tipica
o y el EM.V. del segundo momento de la distribuci/é\n normal E£(X?). En el ejemplo 3
de la seccién 6.5 se encontr6 que los EM.V. i y 02 de la media y la varianza son la
media muestral y la varianza muestral, respectivamente. De la propiedad de invarianza,
se puede concluir que el EIM.V. de la desviagii.‘m tipica 6 es simplemente la raiz cuadrada
de la varianza muestral. En simbolos 62 = o2. Ademis, puesto que E(X?) = o2 + u?,
el EM.V.de E(X?) ser4d 62 + 2. «

Calculos numeéricos

En muchos problemas existe un EIM.V. inico § de un pardmetro 6 concreto, pero este
E.M.V. no se puede expresar como una funcién algebraica explicita de las observaciones
de la muestra. Para un conjunto de valores observados concreto, es necesario determinar
el valor de # mediante cilculos numéricos. Se ilustra esta situacién con dos ejemplos.

Ejemplo 2: Muestreo de una distribuciébn gamma. Supdngase que las variables X, .. .,
X, constituyen una muestra aleatoria de una distribuciébn gamma cuya f.d.p. es 1a si-
guiente:

a—1_-=x

1
f(zla) = -f(a—)a: e paraz > 0. (1)

Supdngase, ademds, que el valor de o es desconocido (o > 0) y que va a ser estimado.
La funcién de verosimilitud es

Fulelo) = T (I:1 z) exp (- Zw) @

i=1
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El EM.V. de « ser4 el valor de o que satisface la ecuacién

dlog g,,(zkl) —~0 } \ A 3)
= . _

Cuando se aplica la ecuacién (3) en este ejemplo, se obtiene la siguiente ecuacion:

e 1y .
T(a) n?::;bg“"- - “)

En diversas colecciones publicadas de tablas matemdticas, se incluyen tablas de
la funcién I''(a)/T'(«), que se denomina funcién digamma. Para cualesquiera valores
concretos 231, ..., Z,, el dnico valor de « que satisface 1a ecuacién (4) se debe determinar
consultando estas tablas o realizando un anéilisis numérico de la funcién digamma. Este
valor serd el EM.V. de . <«

Ejeinplo 3: Muestreo de una distribuciéon de Cauchy. Supéngase que las variables
Xi, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de una distribucién de Cauchy centrada en
el punto desconocido € (—oo < € < o0), cuya f.d.p. es la siguiente:

1
w1+ (z — 60)?]

f(=l0) =

para — oo < z < ©o. (5)

Supéngase que se va a estimar también el valor de 4.
La funcién de verosimilitud es

In (:z:‘]0) :: !

1) ) ) 6
™ Tlier L+ (=i — 0)7] ©
Por tanto, el E.M.V. de 9 serd el valor que minimice
n
T [+ (2 - 6)7]. ‘ 7
1=1 .
Para cualesquiera valores de x;,...,z,, el valor de #§ que minimiza la expresioén (7) se

debe determinar por medio de cdlculos numéricos. <«

Consistencia

Considérese un problema de estimacién en donde se selecciona una muestra aleatoria
de una distribucién con un pardmetro 6. SupOngase que para todo tamafio muestral
n suficientemente grande, esto es, para todo valor de » mayor que un nimero minimo
concreto, existe un E.M.V. inico de 6. Entonces, bajo ciertas condiciones que cominmente
se satisfacen en problemas practicos, la sucesién de E.M.V. es una sucesién consistente
de estimadores de d. En otras palabras, en la mayoria de los problemas la sucesi6n de
los E.M.V. converge en probabilidad al valor desconocido de § cuando n — oo.
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En la seccién 6.4 se ha subrayado que con ciertas condiciones generales la sucesién
de estimadores Bayes para un pardmetro ¢ también es una sucesién consistente de es-
timadores. Por tanto, para una distribucién inicial concreta y un tamafio muestral n
suficientemente grande, el estimador Bayes y el EIM.V. de 6 generalmente estardn muy
cerca uno de otro y ambos estardn muy cerca del valor desconocido de 6.

No se presentarin los detalles formales de las condiciones que se necesitan para
demostrar este resultado. Sin embargo, se ilustra el resultado considerando de nuevo una
muestra aleatoria X3, ..., X, de una distribucién de Bernoulli con parametro 6 desco-
nocido (0 < @ < 1). En la seccién 6.4 se demostr6 que si la distribucién inicial de
6 es una distribucioén beta, entonces la diferencia entre el estimador Bayes y la media
muestral X,, converge a 0 cuando n — oo. Adem4s, se demostré en el ejemplo 1 de la
seccién 6.5 que el EM.V. de 4 es X,,. Consecuentemente, cuando n — oo, la diferencia
entre el estimador Bayes y el EM.V. convergerd a 0. Finalmente como se menciond en
la secci6n 6.4, la media muestral X,, converge en probabilidad a # cuando n — oo. Por
tanto, tanto la sucesién de estimadores Bayes como la sucesidn de estimadores miximo
verosimiles son sucesiones consistentes.

Planes de muestreo

Supéngase que un experimentador desea seleccionar observaciones de una distribucién
cuya f.p. o f.d.p. es f(x|@) para obtener informacién acerca del valor del pardmetro 4.
El experimentador podria simplemente seleccionar una muestra aleatoria de un tamafio
predeterminado de la distribucién. En lugar de esto, sin embargo, podria empezar en
primer lugar observando unos cuantos valores al azar de la distribucién y anotar el costo
y tiempo gastado en seleccionar estas observaciones. Podria decidir entonces observar
unos cuantos valores mds al azar de la distribucién y estudiar todos los valores obtenidos
de esta forma. En un momento dado, el experimentador decide detener la seleccién de
observaciones y estimar el valor de 6 a partir de todos los valores observados que ha
ido obteniendo hasta ese momento. Podria decidir parar porque cree que tiene suficiente
informacién para poder realizar una buena estimacién de 6 o porque cree que no puede
gastar mds dinero y tiempo en el muestreo.

En este experimento, el nimero n de observaciones de la muestra no estd fijado
de antemano. Es una variable aleatoria cuyo valor puede depender perfectamente de la
magnitud de las observaciones que se obtienen.

Independientemente de si el experimentador decide fijar el valor de n antes de selec-
cionar cualesquiera observaciones o prefiere utilizar otro plan de muestreo, como el que
se acaba de describir, se puede demostrar que la funcién de verosimilitud L(€) basada en
los valores observados puede tomarse como si fuera

L(8) = f(2118) - -- f(a10).

Resulta, por tanto, que el EIM.V. de @ serd el mismo, sin importar que tipo de plan de
muestreo se utilice. En otras palabras, el valor de ¢ depende tinicamente de los valores
z,...,Zn que se observan realmente y no depende del plan (si existe alguno) utilizado
por el experimentador para decidir cuando detener el muestreo.
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Para ilustrar esta propiedad, supéngase que los intervalos de tiempo, en minutos, entre
llegadas sucesivas de clientes a un cierto servicio son variables aleatorias i.i.d. Supdngase,
ademis, que cada intervalo tiene una distribucién exponencial con parimetro # y que un
conjunto de intervalos observados X,, ..., X, constituyen una muestra aleatoria de esta
distribucién. Del ejercicio 6 de la seccién 6.5 resulta que el EM.V.de Bseri f =1 /_f,,.
Ademis, puesto que la media p de la distribucién exponencial es 1/3, de la propiedad
de invarianza de los E.M.V. se deduce que jt = X,. En otras palabras, el EM.V. de la
media es el promedio de las observaciones de la muestra.

Considérense ahora los tres planes de muestreo siguientes:

(1) Un experimentador decide de antemano seleccionar exactamente 20 observaciones
y el promedio de estas 20 observaciones resulta ser 6. Entonces el EM.V. de u es

p=6.
(2) Un experimentador decide seleccionar observaciones X;, X, ... hasta obtener un
valor mayor que 10. Encuentra que X; < 10 para:z = 1,...,19 y que X5 > 10.

Por tanto, el muestreo termina después de 20 observaciones. Si el promedio de estas
20 observaciones es 6, entonces el EIM.V. de nuevo es g = 6.

(3) Un experimentador selecciona observaciones secuencialmente, sin considerar ningin
plan, hasta que se ve obligado a detener el muestreo o hasta que cree que ha obtenido
suficiente informacién para realizar una buena estimacién de p. Si detiene el proceso
por una de esas dos razones después de haber seleccionado 20 observaciones y si el
promedio de las 20 observaciones es 6, entonces el EIM.V, de nuevo es i = 6.

En algunas ocasiones, un experimento de este tipo debe ser llevado a término en
un intervalo durante el que el experimentador espera la llegada del siguiente cliente. Si
ha transcurrido cierto tiempo desde la llegada del iltimo cliente, este tiempo no debe
omitirse de los datos muestrales, aunque no haya sido observado el intervalo de tiempo
completo de la llegada del siguiente cliente. Sup6ngase, por ejemplo, que el promedio de
las primeras 20 observaciones es 6, que el experimentador espera otros 15 minutos sin que
llegue ningiin otro cliente y que termina el experimento en ese momento. En este caso, se
sabe que el EM.V. de p deberia ser mayor que 6, puesto que el valor de la observacién
21 debe ser mayor que 15, aun si su valor exacto es desconocido. El nuevo EM.V. se
puede obtener multiplicando la funcién de verosimilitud de las primeras 20 observaciones
por la probabilidad de que la observacién 21 sea mayor que 15 y obteniendo el valor de
# que maximiza esta nueva funcién de verosimilitud (véase Ejercicio 14).

Otras propiedades de los E.M.V. se expondrian mds adelante en este capitulo, y en el
capitulo 7.

Principio de verosimilitud

Los valores del EIM.V. de un pardmetro 6 y el estimador Bayes para ¢ dependen de
los valores observados de la muestra inicamente a través de la funcién de verosimilitud
fn(x|0) determinada por estos valores observados. Por tanto, si dos conjuntos distintos de
valores observados determinan la misma funcidn de verosimilitud, entonces se obtendra
el mismo valor del EIM.V. de § para ambos conjuntos de valores observados. De igual
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manera, para una f.d.p. inicial de 6, se obtendra el mismo valor del estimador Bayes de
@ para ambos conjuntos de valores observados.

Supéngase ahora que dos conjuntos distintos de valores observados = e y determinan
funciones de verosimilitud que son proporcionales entre si. En otras palabras, las funciones
de verosimilitud difieren inicamente por un factor que podria depender de = e y, pero
que no depende de 4. En este caso, se puede comprobar que el EM.V. de @ serd de
nuevo el mismo, independientemente de si se considera o y. Ademds, para cualquier
f.d.p. inicial de 6, 1a estimaci6én Bayes para # serd la misma. Entonces, los E.M.V. y los
estimadores Bayes son compatibles con el siguiente principio de inferencia estadistica,
que se conoce como principio de verosimilitud.

Supéngase que dos conjuntos distintos de valores observados x e y que se podrian
obtener del mismo experimento o de dos experimentos distintos tienen la propiedad
de que determinan la misma funcion de verosimilitud para un cierto pardmetro 0
o determinan funciones de verosimilitud que son proporcionales entre si. Entonces,
x e y proporcionan la misma informacién acerca del valor desconocido de 0 y un
estadistico obtendra la misma estimacién de 6 a partir de = o de y.

Por ejemplo, sup6ngase que un estadistico debe estimar la proporcién desconocida .
@ de articulos defectuosos de un gran lote manufacturado. Supéngase, ademds, que se
informa al estadistico que diez articulos fueron seleccionados al azar del lote y que re-
sultaron exactamente dos defectuosos y ocho no defectuosos. Supdngase, sin embargo,
que el estadistico no sabe cuél de los dos siguientes experimentos se ha llevado a cabo:
(1) Una muestra fija de diez articulos ha sido seleccionada del lote y se encontré que dos
de los articulos fueron defectuosos. (2) Se han seleccionado articulos al azar secuencial-
mente del lote hasta haber obtenido dos articulos defectuosos y se encontr§ que hubo que
seleccionar un total de diez articulos.

Para cada uno de estos dos experimentos posibles, los valores observados determinan
una funcién de verosimilitud que es proporcional a 6%(1 — 6)® para 0 < 6 < 1. Por
tanto, si el estadistico utiliza un método de estimacién que es compatible con el principio
de verosimilitud, no necesita saber cudl de los dos experimentos posibles fue realizado
realmente. Su estimacién de € seria igual en cualquier caso.

Se acaba de subrayar que para cualquier distribucién inicial de # y cualquier funcién
de pérdida, la estimaci6én Bayes para @ seria igual para ambos experimentos. Se ha sub-
rayado, ademds, que el E.M.V. de @ seria igual para ambos experimentos. Sin embargo, en
el capitulo 7 se expone un método de estimacién llamado estimacién insesgada. Aunque
este método se utiliza ampliamente en problemas estadisticos, viola el principio de vero-
similitud y especifica que se deberia utilizar una estimacidn distinta de # en cada uno de
los dos experimentos.

EJERCICIOS

1. Supéngase que las variables aleatorias X, ..., X, constituyen una muestra aleatoria
de una distribucién de Poisson cuya media es desconocida. Determinese el E.M.V.



10.

11.

12.
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de la desviacién tipica de la distribucién.

Supdngase que las variables aleatorias X, ..., X,, constituyen una muestra aleatoria
de una distribucién con parametro # desconocido. Determinese el EM.V. de la
mediana de la distribucién.

. Supbngase que la duracién de un cierto tipo de lampara tiene una distribucién expo-

nencial con pardmetro 3 desconocido. Se prueba una muestra aleatoria de n ldmparas
durante un periodo de tiempo de T horas y se observa el nimero X de lamparas
que fallan durante este periodo, pero.no se observan los tiempos en que ocurren 10s
fallos. Determinese el EZM.V. de #