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  الأول القسم

  علم السكوُن
STATICS 

  

  :يتضمن هذا القسم       

 . السكونمبادئ علم : الأولالفصل  •
CHAPTER  1   Statics Principles 

 . القوى المستويةتوازن : الثانيالفصل  •
CHAPTER  2   Equilibrium of Coplanar Forces 

 . الهياكل الشبكيةتحليل : الثالثالفصل  •
CHAPTER  3   Analysis of Trusses 

 . القوى الفراغيةتوازن : الرابعالفصل  •
CHAPTER  4   Equilibrium of Forces in Space 

 . الاحتكاك: الخامسالفصل  •
CHAPTER  5   Friction 

 . مراكز الثقل: السادسالفصل  •
CHAPTER  6   Centers of Gravity 
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 المقدمة

 . الساكنة والمتحركة بتأثير القوى المطبقة عليها الأجساميبحث هذا المقرر في حالة 
 البوابة الرئيسيةيشكل إذ ،  ويعدّ علم الميكانيك أحد العلوم الأساسية في التعليم الهندسي

لهذا السبب يجري تدريسه في   .فروعهاالطالب إلى العلوم الهندسية بكافة  التي يدخل منها
كلية الهندسة الميكانيكية   وتقوم . كثير من جامعات العالم بما في ذلك جامعة دمشق

حاجة اتمع  أنتدرك  لأا الهندسية أقسامهابتدريس هذا المقرر في كافة  والكهربائية
تفوق الحاجة إلى  ،  الأساسيةمؤهل تأهيلا عميقا في العلوم  كادر هندسي إلىالدائمة 
  .الضيقة  في حقول الاختصاص فقط بدرّ مُ هندسي  كادر

للعلوم  الأولىويعود تاريخ نشأته مع النشأة  .العلوم الفيزيائية  أقدمعلم الميكانيك هو 
وحظي باهتمام العرب القدامى وكانوا يسمونه بعلم الحيل لأنه يحتاج إلى فن ، الهندسية 

الميكانيكية والكهربائية  الآلاتالاجهزة و وتعتمد التطورات الحديثة في  .وذكاء وبراعة 
وسلوك الجزيئات ،  الآليلتحكم وتصميم الصواريخ والمركبات الفضائية وا والالكترونية
ويعتبر الفهم الشامل لهذا ، لعلم الميكانيك  الأساسيةعلى القواعد  والالكتروناتوالذرات 

مبادئ علم الميكانيك بصورة  تعتمد .لهذه االات وكثير غيرها  أساسيالعلم هو مطلب 
هي تطبيق هذه من الميكانيك الهندسي  ولهذا فان الغاية، خاصة على علم الرياضيات 
لعلم الميكانيك محدودة غير  الأساسيةالقواعد  أنورغم .  المبادئ في حل المسائل العلمية

  .تطبيقاته تغطي حقولا كثيرة من العلوم الهندسية أن
علم السكون وعلم الحركة وعلم :  هي  أجزاءثلاثة  إلىينقسم علم الميكانيك الهندسي 

 ،تحت تأثير القوى المطبقة عليها الأجسامتوازن  بدراسةيقوم علم السكون . التحريك 
  . الأجسامحركة دراسة والتحريك بالحركة  معلكل من  يهتمبينما 

  مدرس المقرر        
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الأولالفصل   

علم السكون مبادئ  
STATICS PRINCIPLES  

 1-1 تمهيد :

 تعاريف أساسية :

الصلبة في  الأجسامالقوى المختلفة في  تأثيراتعلم يهتم بدراسة :  الميكانيك الهندسي
  :هي  أقساميتكون هذا الفرع من ثلاثة  .حالتي السكون والحركة 

 والحركة السكون تيالصلبة في حال الأجساميبحث في توازن : (Statics) علم السكون
الجسم للاتزان هو توازن القوى بحيث لا يطرأ تغير على حالة  الأساسيوالشرط . المنتظمة

  .الواقع تحت تأثيرها

القوى  إلىالصلبة دون الرجوع  الأجساميبحث في حركة : (Kinematics) الحركةعلم 
  . المسببة للحركة 

يبحث في حركة الأجسام الصلبة مع الرجوع إلى القوى : (Kinetics) التحريكعلم 
  . المسببة للحركة 

 مفاهيم أساسية :

الذي تكون الأبعاد بن مختلف نقاطه هو الجسم :  (Rigid body) الجسم الصلب
الصلبة تتشوه  الأجسامجميع ، في الواقع .  والمؤثرات الخارجيةثابتة مهما كانت القوى 

 جدا عندها يرلكن عندما يكون التشوه في الشكل صغ ،ها يعل المؤثرة القوى تأثيرتحت 
  .أخطاء تذكر يمكن استخدام فرضية الجسم الصلب دون الوقوع في 
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وكتلته تتمركز في  أبعاده أهملتجسم  هو:  (Particle) ةالماديأو النقطة  سيمالجُ 
سيم في جُ  أاعلى  الأرضفعلى سبيل المثال يمكن اعتبار . مركز ثقله  نقطة واحدة هي

 .الأرضحركته حول  أثناءبالنسبة للقمر في  الأمروكذلك ، حركتها حول الشمس  أثناء

للفترة التي يستغرقها جسم ما في أثناء حركته أو خلال مقياس  هو:  (Time) الزمن
  .في حالة معينة بقائه 

عند جسم يكتسب قد بينت التجربة أن كل ل:  (Mass &Weight)الوزن  و الكتلة
ويرمز  تدعى قوة الجاذبية الأرضيةتحت تأثير قوة وذلك  اتسارع على الأرض سقوطه الحر

ويرمز له  الأرضيةيسمى بتسارع الجاذبية  المكتسب وهذا التسارع.   Wبالحرف اله
وفي الحسابات التقريبية  الأرضباختلاف المكان على سطح  يختلف مقدارهو  ،  gبالحرف
 عادة وتقدر،  مقدار المادة في جسم معين بأاالكتلة تعُرّف و  .  g = 9.8 m/s2نعتبر 
قدر عادة يو ،  جسملل الأرضجذب  قوة يمثلف W الوزن أما.  Kg الكيلوغرام بوحدة
  :الشهيرة التالية  الرياضية بالعلاقة تحددي أنهكما   N نيوتن بوحدة

W = m g 

يعطي ) 1-1(الشكل .  الأرضيةتسارع الجاذبية  g تمثل و ، كتلة الجسم  m تمثل حيث
يساوي kg 1وزن كتلة مقدارها  حيث نلاحظ أن، لا على العلاقة بين الكتلة والوزن امث

9.8 N   5بينما وزن كتلة مقدارها kg  49يساوي N . 

 
  )1-1(الشكل
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 ًهندسيا القوةهذه تمثيل ويجري  . تأثير جسم في جسم آخرهي :  (Force)القوة 
بصورة  (Direction) والاتجاه )Magnitude( المقدارب تأثيرهايتعين كما ،بشعاع 
 التجاذبكقوة )2- 1(كما هو مبين في الشكل  كثيرة من القوى  أنواع وهناك. أساسية 

 ،السحبوقوى  ،وقوى الدفع ،الوزنى قو و  ،القمرو الذي نعيش عليه  الأرض بين كوكب
قوى و ،مقاومة الرياح قوة ،و  ،وقوة الجذب المغناطيسية الضغطوقوى  ،الشدوقوى 

 .المقاومات الناتجة عن الاحتكاك بين السطوح المتلامسة

  
  )2-1(الشكل

فقط مثل كميات فيزيائية تتعين بقيمتها العددية هي  :  (Scalars)الكميات العددية 
  .والمسافة والمساحة والحجم  والكتلةالزمن 

هي كميات فيزيائية تتعين بقيمتها :  (Vectors) أو المتجهات الشعاعيةالكميات 
 .القوة والموضع والسرعة والتسارع  مثل واتجاههاالعددية 

  : وحدات القياس

نظام الوحدات وعلى نطاق واسع  العالميستخدم في معظم جامعات ، في الوقت الحاضر 
الضرورة تقتضي الإلمام بالنظامين  أن إلا. بدلا من النظام الانكليزي التقليدي SIالعالمي 

 الأساسيةالكميات  التالي يبين الجدول.  والعالميةالمحلية  الأسواقبسبب استخدامهما في 
 .المستعملة في علم الميكانيك
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  جدول وحدات القياس المتداولة

  وحدة القياس الانكليزية  وحدة القياس العالمية  الرمز  التسميات

 foot (ft) قدم • (m) متر Length  L الطول
  inch (.in) بوصة •

 (lbm) رطل كتلي (kg) كيلوغرام  Mass    M   الكتلة

 Pound (lb) رطل (N)نيوتن   Force    F القوة 

 (S)ثانية  (S)ثانية   Time       T الزمن 

  (lb-ft) قدم-رطل • (N-m)متر -نيوتن  Moment   M عزم القوة 
   (.lb-in) بوصة-رطل •

 (ft/s)ثانية  /قدم  (m/s)ثانية  /متر   Velocity  V السرعة 

 (ft/s2)مربع الثانية  /قدم  (m/s2)مربع الثانية  /متر   Acceleration  A التسارع 

 (ft2)قدم مربع  (m2)متر مربع   Area   A المساحة 

  :الوحدات العالمية  إلىالتحويل من الوحدات الانكليزية 

1 ft = 0.3048 m 

1 in. = 25.4 mm = 0.0254 m 

1 lb mass = 0.4536 kg  

1 lb = 4.448 N  

1 ft/s = 0.3048 m/s 

1 ft/s2 = 0.3048 m/s2 

1 lb-ft = 1.356 N-m 

 1 ft2 = 0.0929 m2   
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  :قوانين أساسية 
 يعرف هذا المبدأ أيضا بقانون الحركة الأول: مبدأ العطالة أو القصور الذاتي  - 1

(First law of motion)  وهو يبين أن جميع الأجسام في الطبيعة عاجزة عن تحريك
اكن ساكنا ويحافظ السالجسم  يبقى: وينص . ذاا إلا إذا خضعت لتأثير قوى خارجية

 .  الراهنة يهماتغير من حالت ةقو  همافيلم تؤثر  ماعلى حالته  بانتظامالمتحرك  الجسم
يعرف هذا المبدأ أيضا بقانون الحركة : القانون الأساسي في التحريك  - 2
فانه  m في جسم كتلته F إذا أثرت قوة:وينص   (Second law of motion)الثاني

بالعلاقة ويعبر عن ذلك . يتناسب تناسبا طرديا مع القوة ويؤثر بجهتها  aيكتسب تسارعا 
  :الرياضية التالية 

 F = m a      or      ∑F = m a         
 

المؤثرة في جسم ما  F∑ محصلة القوى أو F القوة كانت  إذانه أمن هذه العلاقة  وينتج
وبناء على ذلك يكون  . (a = 0)التسارع يكون مساويا للصفر تساوي صفرا فان 

 = v)ثابتة في المقدار والاتجاه خطية  متحركا بسرعة وإما (v = 0) ساكنا إماالجسم 

constant) . في حالتي السكون والحركة  الأجساموعلم السكون يهتم فقط بدراسة اتزان
عندما  القطار اتزان )3- 1(يظهر المثال المبين في الشكل . المنتظمة في خط مستقيم

الاتزان عندما تكون  فقدحالة إلى  بالإضافة ،يكون في حالتي السكون والحركة المنتظمة 
 .حركة القطار غير منتظمة

 
  )3-1(الشكل
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 Third)يعرف هذا المبدأ أيضا بقانون الحركة الثالث :   الفعل ورد الفعلمبدأ  - 3

law of motion)  كل فعل يقابله رد فعل يساويه بالمقدار ويعاكسه بالاتجاه : وينص
 .ولهما نفس الحامل 

إن قوة التجاذب بين أي : وينص  (Law of gravitation) قانون التجاذب - 4
 .جسمين في الطبيعة تتناسب طردا مع جداء كتلتيهما وعكسيا مع مربع المسافة بينهما 

� = �
����

��     ;   � = 6.673�10����  ��/���. ��� 

  .يمثل ثابت الجاذبية العام  Gحيث 

  
  )4-1(الشكل

لا :  (Principle of Transmissibility of Force)مبدأ انزياح القوة  - 5
 .يتغير شرط التوازن لجسم صلب عند انزياح نقطة تأثير القوة على امتداد حامل تلك القوة

  
  )5-1(الشكل

:  (Law of parallelogram) لجمع القوى الأضلاعقانون متوازي  - 6
محصلة قوتين مؤثرتين في نقطة ما من جسم صلب تساوي بطولها قطر متوازي الأضلاع 

 . كيفية جمع أكثر من قوتين) 6- 1(ويوضح الشكل.المنشأ على هاتين القوتين 

   
  )6-1(الشكل
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  :Force Systems مجموعات القوى 1-2

مجموعات وتصنف .جسم صلب في آن واحد  عدة قوى تؤثر في هي : مجموعة القوى
  :كما يلي   )7-1 الشكل( القوى

وتكون إما قوى : (Coplanar Force Systems)مجموعات القوى المستوية  •
 .متلاقية أو متوازية أو متفرقة 

وتكون إما : (Non-coplanar Force Systems) الفراغيةمجموعات القوى  •
 .قوى متلاقية أو متوازية أو متفرقة 

  
  )7-1(الشكل
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  (Rectangular Components) المتعامدة للقوةالمركبات 
) 8- 1(في الشكل واضح كما هو  Fyو   Fx مركبتين متعامدتين إلى Fالقوة  تحليل إن

  :نلاحظ أن بعد تأمل الشكل . هو طريقة التحليل الشائعة 
Fx = F cos ɵ          Fy = F sin ɵ 

 ،  Fyو   Fxقيم الشعاعين  Fyو   Fxويمثل كل من   Fمقدار الشعاع  Fتمثل  حيث
  :يمكن كتابة معادلة القوة بالشكل الهندسي التالي   jو   iوبالاستعانة بشعاعي الواحدة 

F = Fx + Fy = Fxi + Fyj 

  
  )8-1(الشكل

غير أن الاختيار ، في الغالب جملة الإحداثيات في المسائل حسب رغبته  الطالب يختار
تحليل  كيفية) 1-1( المثاليقدم  .المنطقي يعتمد على طبيعة وشكل المسالة المراد حلها 

  .القوة المؤثرة في اتجاهات مختلفة 
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  )1-1(مثال 

.أفقية والأخرى شاقوليةإحداهما مركبتين متعامدتين  إلى Fالمطلوب تحليل القوة المعلومة 
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  (Moment of a Force) عزم القوة
قوة ما حركة دائرية حول محور لا  بتأثيريتحرك  أنالجسم الصلب يمكن  أنتبين التجربة 

 . لدوراناعزم  أوبعزم القوة  التأثيرويدعى هذا  . ولا يوازيه قوةللامل المستقيم الحيقطع 
 أنوعندما تكون جميع القوى التي يخضع لها الجسم واقعة في مستو واحد فمن المعتاد 

والمقصود هو العزم حول محور يمر من تلك النقطة وعمودي على ،نقول العزم حول نقطة
وقعت النقطة على المستقيم الحامل  إذاينعدم عزم قوة حول نقطة هذا و .مستوي القوى

انزلقت القوة على خط  إذاما ثابتا مقدارا واتجاها نقطة  عزم قوة حول كما يبقى. للقوة
تحاول تدوير الجسم حول القوة  كانت  إذانعتبر العزم موجبا  أنوقد جرت العادة  .عملها
تحاول وان نعتبره سالبا عندما ،دوران عقارب الساعةمعاكس لاتجاه اتجاه في   ما نقطة

بالنسبة  F1  عزم القوةليكون  وهكذا.الساعةاتجاه دوران عقارب في القوة تدوير الجسم 
بالنسبة إلى النقطة  F2عزم القوة ول،موجبة  إشارة) 9- 1(المبينة في الشكل إلى النقطة
  .سالبة إشارةنفسها 

  
  )9-1(الشكل

  :ويقاس هذا العزم بجداء مقدار القوة في البعد بين تلك النقطة وحامل القوة أي أن 
MO = F × d 
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 وفي (N-m)متر - هي نيوتن SIإن الوحدة الأساسية للعزم في نظام الوحدات العالمي 

  .   (lb-ft)قدم -الأمريكي هي رطل النظام

على مستوي  العمودي Mبالشعاع  F قوة ما عزمعادة  لثّ نمفي التطبيقات الهندسية 
، حيث يشير الإام إلى اتجاه  يتحدد اتجاهه بواسطة قاعدة اليد اليمنىوالذي  الجسم

   .)10- 1(كما هو مبين في الشكلالشعاع وثني بقية الأصابع يدل على اتجاه الدوران  

  
  )10-1(الشكل

 والاستغناء فقط تمثيل العزم بسهم منحني يمكن القوى الواقعة في مستو واحد حالة وفي
الدوران بعكس ( الشعاع يكون خارجا من مستوي الرسم أن طالما،  المستقيم عن الشعاع

  .)الدوران مع عقارب الساعة( أو داخلا إليه )عقارب الساعة

أيضا أن نوضح بعجالة مفهوم عزم القوة حول محور حتى يتسنى لنا الانتقال إلى حل  يجب
فصل موالمت) 11- 1(ليكن لدينا الباب المبين في الشكل.مسائل مجموعات القوى الفراغية 

كانت   إذامن الملاحظ انه . قوة ما تؤثر على مقبض الباب Fولتكن   Zحول المحور 
كانت هذه القوة عمودية   إذافتحه بينما  إلىلن تؤدي  فإافي مستوي الباب  القوة واقعة

 :ينتج مما تقدم  . Zتستطيع فتح الباب بتدويره حول المحور  فإاعلى مستوي الباب 
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  )11-1(الشكل

 .كانت القوة موازية للمحور فان عزمها حول هذا المحور يساوي صفرا  إذا •
 لمحور فان عزمها حول هذا المحور يساوي صفرايقطع االقوة حامل إذا كانت  •

 .أيضا
إذا كان اتجاه القوة عموديا على المحور فان عزمها حوله يساوي جداء مقدار  •

 .القوة في البعد بين القوة والمحور 

 Varignon) وم والمسماة مبرهنة فارغنونز تعتبر قاعدة الع : قاعدة العزوم

Theorem)  عزم قوة ما حول نقطة  إن: أهم القواعد في علم السكون وتنص من
 .عزوم مركبات تلك القوة حول نفس النقطة مجموعما يساوي 

  (Moment of Couple) المزدوجةعزم 
ويعرف  .تعملان في اتجاهين متضادين  زدوجة عبارة عن قوتين متوازيتين ومتساويتينالم

تدعى المسافة العمودية بينما  ،المزدوجة تأثير بمستوى  المؤثرين في جسم ما مستوى القوتين
قوتي  إحدىعن جداء  الناتجكما يسمى العزم .الفاصلة بين القوتين بذراع المزدوجة
على  عملت المزدوجة إذاويعتبر عزم المزدوجة موجبا  . المزدوجة بطول ذراعها بعزم المزدوجة

عملت  إذاوسالبا ، ) 12- 1(كما في الشكل  تدوير الجسم بعكس دوران عقارب الساعة
  :وعند ذلك يكون ، دوران عقارب الساعة بنفس اتجاهعلى تدوير الجسم 
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 M = ± F × d  

والتي  (N-m)متر - نيوتن أي بوحدةبنفس وحدات قياس عزم القوة ويقاس عزم المزدوجة 
   .وحدات القياسالخاص ب الوحدة الأساسية للعزم في النظام العالميتمثل 

  
  )12-1(الشكل

وينبغي عدم ، كيفية تمثيل المزدوجة في التطبيقات الهندسية ) 13-1(ويوضح الشكل
التي فمفهوم عزم القوة يتعلق بالنقطة .الخلط بين مفهوم عزم القوة ومفهوم عزم المزدوجة 

  .أما عزم المزدوجة فلا يتعلق مقداره بأية نقطة في المستوي ، يؤخذ بالنسبة لها العزم 

 
  )13-1(الشكل
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إلى أي مستو  الواقعة فيه ستويالمومن الخصائص الهامة للمزدوجة انه يمكن نقلها من  
كما واضح في ومن القواعد الهامة  . آخر يوازيه دون أن يغير ذلك من عزم المزدوجة

 أخرىنقطة  أية إلىسم ما نقلا موازيا جقوة تؤثر في  أيةانه يمكن نقل ) 14- 1(الشكل
مزدوجة عزمها يساوي  إضافةشريطة ، عليه  تأثيرهاتغيير في  إي إحداثدون  من الجسم

 الأوسطويتضح هذا من الشكل  .التي نقلت إليها النقطة إلىعزم القوة المنقولة بالنسبة 
  . Bقوتين متساويتين ومتعاكستين في الاتجاه في النقطة  إضافةالذي يتضمن 

  Bوالقوة المساوية لها والمعاكسة في الاتجاه في النقطة A القوة الأصلية في النقطة إن 
  . وجهته بعكس عقارب الساعة  M=Fdتشكلان معا مزدوجة عزمها

فقط وذلك واحدة قوة  إلىجملة مؤلفة من قوة ومزدوجة  يجوز تحويل  وبناء على ما سبق 
إن عملية الاستبدال هذه تتكرر بكثرة في التطبيقات .عكسنا الخطوات السابقة  إذا

  .الهندسية 

  

  
  )14-1(الشكل
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  )2-1(مثال 

موضح في كما هو  Oبالنسبة للنقطة  OB في الذراعالمؤثرة  Fالقوة المعلومة أوجد عزم 
   . المرافق الشكل

  :الطريقة الأولى : الحل 

امل حعلى  O عمودا من النقطةنُسقط 
والذي  dفنحصل على ذراع العزم  F  القوة

  :كما يلي   يحسب
         d = 3 sin30° =1.5 m 

  : أنوبما 
mo(F) = F × d 

  : فإن 
mo(F) = - 50 × 1.5 = - 75 N-m 

تحاول  القوةالسالبة على أن  الإشارةتدل 
  .إحداث دوران باتجاه عقارب الساعة

  :الثانية الطريقة 
إلى مركبتين متعامدتين ثم  Fنحلل القوة 

 :نستخدم مبرهنة فارغنون فنجد
mo(Fx) =  50 cos 30 × 3 sin 60  
mo(Fy) =  -50 sin 30 × 3 cos 60  

mo(F) = mo(Fx) + mo(Fy) 
     :نحصل على  بالتعويض

mo(F) = - 75 N-m  
 . وهي نفس النتيجة السابقة
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    :  (Resultants) القوى المستوية  محصلات 1-3

تكون مكافئة  أخرىبجملة  القوى المؤثرة في جسم ما مجموعةاستبدال  إلىما نحتاج  كثيرا
 وحيدة  المحصلة هي عبارة قوةوبصورة عامة فان  . المحصلة بسط منها تسمىألها ولكن 

(Single force)  مزدوجة أو(Single Couple)  معاقوة ومزدوجة  أو فقط  
(Force-couple system)  ،  مجموعة من القوى المؤثرة في جسم  إليهاتحول  أنيمكن

كما تدعى عملية الاستبدال المذكورة بعملية   .عليه تأثيرهاتغيير في  أي إحداثما دون 
  .) 15- 1(وهي موضحة في الشكل اختزال القوى  أواختصار 

  
  )15-1(الشكل

  : التاليتين الطريقتين بإحدىمن القوى  ما مجموعةمحصلة هذا وتتحدد 
 (Graphical Method)الطريقة البيانية  •
 (Method of Resolution)الطريقة التحليلية  •

المطبقة في النقاط من الجسم المبين في  جملة القوىليكن لدينا  : الطريقة البيانية
 قوىلتعيين المحصلة نختار نقطة ما من المستوي ثم نقوم بجمع كل ال . )16- 1(الشكل

اتجاهات  الاعتباربعين  الأخذبمقياس رسم مناسب مع  الأخرىبصورة شعاعية واحدة تلو 
الشعاع الذي  يمثل عندئذو ، فنحصل على خط منكسر يسمى مضلع القوى .القوى 

يصبح عملا  تعيين المحصلة ذه الطريقة أنوبما .المحصلة قيمة واتجاها  يغلق مضلع القوى
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كانت هذه القوى كثيرة العدد لذا يفضل استخدام الطريقة التحليلية نظرا   إذاشاقا 
 .لبساطتها

  
  )16-1(الشكل

  :يمكننا الحصول على قيمة واتجاه المحصلة من العلاقات التالية : التحليليةالطريقة 

Rx = Ʃ Fx 
RY = Ʃ FY 

� = ��Ʃ FX�� + �Ʃ FY �� 

ɵ = "#$�� Ʃ FY

Ʃ FX

 

MR = Ʃ MO 
R × d = Ʃ MO 

  .على الترتيب  yو  xالمحورين  على Rهما مسقطا المحصلة   Ry و Rx    حيث 
    Ʃ Fx  و Ʃ Fy    موعان الجبريان لمساقط القوىهماالمحورين  على اx  وy  .  

                  ɵ    الزاوية التي تصنعها المحصلة هيR  مع المحورx  
             Ʃ MO  موعةموع الجبري لعزوم قوى اا  
                    MR      عزم المحصلةR .  

  d    المحصلة طول ذراع عزمR  
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 :العلاقات السابقة يتحدد موضع قوة المحصلة بتطبيق قاعدة العزوم التي تقولإلى استنادا 
الجبري لعزوم قوى اموعة بالنسبة إلى أي نقطة يساوي اموع عزم المحصلة بالنسبة  إن
فإذا ما حصلنا على عزم المحصلة بالنسبة إلى مبدأ الإحداثيات أمكننا .النقطة نفسها إلى

أنواع مجموعات بعض ل كيفية تحديد المحصلةالتالية   الأمثلةتوضح  . dذراعها على الحصول 
  . القوى المستوية

  )3 -1(مثال 

  .المبين أدناه  المتلاقية المؤثرة في رأس المسمار الموضح في الشكلجملة القوى  أوجد محصلة
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  )4 -1(مثال 

  :والمطلوب .المبين أدناه في الذراع الموضح في الشكل المتوازيةالقوى من جملة  تؤثر
a( جملة القوى المعطاة بجملة مكافئة عند النقطة  استبدلB . 
b( جملة القوى المعطاة بجملة مكافئة عند النقطة  استبدلA . 

  : الحل
a( جملة القوى المعطاة بجملة  لااستبد

 . Bمكافئة عند النقطة 
R = Ʃ F  = - 40 + 30 - 20  
R = -30 N  
Ʃ MA  = - 40 × 4 – 30 × 2   

Ʃ MA  = -30 N-m 

عند  الجملة المكافئة الناتجة يوضح الشكل
  .النقطة المطلوبة

b( جملة القوى المعطاة بجملة  لااستبد
 . Bمكافئة عند النقطة 

R = -30 N  
Ʃ MB  = - 30 × 2 – 20 × 4   

Ʃ MB  = -20 N-m 

  .يوضح الشكل الجملة المكافئة عند النقطة

  

   (Resultants of Distributed Forces) القوى الموزعة محصلات
موزعة على سطح ما حسب هذا القانون  أثقالاما نصادف في الحسابات الهندسية  كثيرا
بمقدار  أي،  q بشدة إجهادها عادة يز اموعة المستوية من القوى الموزعةنمو .ذاك  أو

 بوحدة qوتقاس شدة الإجهاد  .المحمل  السطحرة على وحدة الطول من ثالقوة المؤ 
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 القوى أشكاللبعض صلة المحكيفية تحديد ) 17-1(الشكل وضح ي .  N/mالقياس 
  .الواقعة في مستو واحد  الموزعة

ويمكن .هذه اموعة مقدارا ثابتا لمثل q الإجهادتكون شدة  : القوى الموزعة بانتظام
المقدار ما  المساوية في Qعند الحسابات أن نستبدل تأثير هذه اموعة بتأثير محصلتها 

  :يلي
Q = qa 

  . ABوتؤثر هذه القوة في منتصف المستقيم 

 

  
  

  )17-1(الشكل

متغيرا يزداد من هذه اموعة مقدارا  لمثل qتكون شدة الإجهاد :  بانتظام المتغيرةالقوى 
الحسابات نستبدل تأثير هذه اموعة بتأثير  إجراء عندو .  qmالصفر حتى اية عظمى  

وعليه تحسب هذه المحصلة ، والتي تتحدد بمساحة المثلث الذي تشكله  Qمحصلتها 
 :بالعلاقة  

* = �
�
 qa 

المحصلة يجب أن يمر من مركز ثقل المثلث والذي يقع في نقطة تلاقي هذه  إن خط تأثير
  .كما هو مبين في الشكل   BCعن الضلع  aبثلث المسافة  ولهذا فهو يبعد . متوسطاته 
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     )5 -1(مثال 

 المبينة في الشكل الثلاث في الحالات ABالمؤثرة في الذراع وجد محصلة القوى الموزعة أ
  .المبين أدناه 
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  )Constrains and their Reactions(القيود وردود أفعالها  1-4

وهنا يجب أن نميز بين .توازن جسم ما نحدد أولا شكل القوى المؤثرة فيه  لدراسة  
ويبين كل من الشكلين . القيود أفعالالقوى المسلطة على الجسم والقوى المعروفة بردود 

في الأنواع المختلفة  للمساند والقيود التي  الأفعالكيفية تحديد ردود ) 19- 1(و)18- 1(
 :وتشمل الآتي  ، تصادفنا في المسائل والتطبيقات الهندسية

الخفيفة  والقضبان (Chains)والسلاسل (Wires)والأسلاك  (Ropes)الحبال  .1
يقيد جسم بحبل أو سلك أو سلسلة فان رد الفعل هو قوة  عندما: مهملة الوزن  

  .)18- 1(كما هو مبين في الشكل   على امتداد القيد
 : (Smooth surface & Roller support) المسند المتحركو الأملس سطح ال .2

عندما يستند جسم إلى سطح أملس فان رد الفعل يكون عموديا على سطح 
فان رد الفعل هو  أيضا يقيد جسم بمسند متحرك عندماو  .الاستناد في نقطة التماس 

 ).18- 1(كما هو مبين في الشكل  قوة عمودية على سطح الاستناد
يقيد جسم بمسند مفصلي ثابت  عندما:  (Pin support)المسند المفصلي الثابت  .3

كما باتجاه المحاور الإحداثية   فان رد الفعل يكون مجهول الاتجاه لذا يحلل إلى مركبتين
 .).18- 1(مبين في الشكل هو 

يثبت طرف جسم بشكل  عندما:  (Fixed support)المسند الصلب الثابت  .4
.  Mومزدوجة ذات عزم  Rفان رد الفعل يكافئ قوة ، بواسطة اللحام مثلا ، صلب 

كما أن القوة المذكورة مجهولة الاتجاه لذا يمكن تحليلها إلى مركبتين متعامدتين باتجاه 
 . ).18- 1(كما هو مبين في الشكل  الإحداثيةالمحاور 

محصلة قوى الجاذبية  إن:  (Gravitational Attraction)الجاذبية الأرضية  .5
سيا أوتتجه ر  Wهي قوة وحيدة تسمى وزن الجسم صلب الأرضية المؤثرة في جسم 
 .قل الجسم ثللأسفل وتمر من مركز 
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رد الفعل هو قوة على  عندما يقيد جسم بنابض فان:  (Springs)  النوابض  .6
وتحسب قوة النابض عادة بالعلاقة الموضحة في . امتداد محور ذلك النابض 

 قدر بوحدةيو  (Spring constant)يمثل ثابت النابض  kحيث ).18- 1(الشكل
N/m  ، أماs فتمثل التغير(Deformation of the spring)  الذي يطرأ على

 .المؤثرة فيهبفعل قوة الشد أو الضغط  طول النابض 
يستند جسم إلى حافة حادة فان رد  عندما:  (Knife Edges)الحواف الحادة  .7

 .الفعل هو قوة عمودية على سطح الجسم
بمسند اسطواني   الأبعادثلاثي  جسم يقيد عندما:  (Bearing)المسند الاسطواني  .8

فان رد الفعل يكون مجهول الاتجاه لذا يحلل إلى  )19- 1( الشكلكما هو مبين في 
  .باتجاه المحاور الإحداثية مركبتين

يقيد جسم ثلاثي الأبعاد بمفصلة اسطوانية   عندما:  (Hinge) المفصلة الاسطوانية .9
لذا يحلل  ، فان رد الفعل يكون مجهول الاتجاه، )19- 1( الشكلكما هو مبين في 

عندما تكون القوى الفعالة  المؤثرة في الجسم المفروض واقعة في مستو  إلى مركبتين
  .واحد 

يقيد جسم ثلاثي الأبعاد بمفصلة   عندما:  (Ball-and-Socket) المفصلة الكروية .10
فان رد الفعل يكون مجهول الاتجاه لذا يحلل )19- 1( الشكلكما هو مبين في   كروية
  .الإحداثيةباتجاه المحاور  ثلاث مركباتإلى 

يثبت  عندما:  (Fixed support) لجسم ثلاثي الأبعاد المسند الصلب الثابت .11
فان ، ) 19- 1(كما هو مبين في الشكل  بشكل صلب الأبعادثلاثي  طرف جسم

 .ثلاث مركبات لقوة رد الفعل وثلاث مزدوجاترد الفعل يكافئ 
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  )18-1(الشكل
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  )19-1(الشكل
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الثانيالفصل   

 توازن القوى المستوية
EQUILIPRIUM 0F COPLANAR FORCES  

 2-1 معادلات التوازن :

الجسم ساكنا أو متحركا بحركة مستقيمة منتظمة تحت تأثير مجموعة من القوى  كانإذا  
مجموعة القوى التي تؤثر في الجسم  أنكما . المعينة نقول إن الجسم واقع في حالة التوازن 

وبتعبير آخر إذا أثرت في جسم ما مجموعة  .مجموعة متوازنة  تدعى ولا تغير من حالته
  .أا توازن بعضها بعضا أيالقوى تقع في حالة التوازن قوى متوازنة نقول إن هذه 

 .متحركا بحركة منتظمة أوكان ساكنا   إذايعد الجسم متوازنا ، سبق  وبناء على ما
فان الجسم يكون متوازنا عندما تساوي محصلة القوى  لنيوتن الأولالقانون  إلىبالعودة و 

 إلىأية مجموعة من القوى  تحويلنستطيع على وجه العموم  أنناوبما .  المؤثرة عليه الصفر
عندئذ نحصل على معادلات  M عزمها ومزدوجة R تتألف من قوة ابسط جملة مكافئة

  :التالية بصيغتها العامة التوازن 

R = Ʃ F   = 0 
M = Ʃ M   = 0 

  :حيث 
    Ʃ F  موعة المفروضةموع الشعاعي لقوى اا .  

Ʃ M   موع الشعاعي لعزومموعة قوىكل ابالنسبة لأية نقطة  المفروضة ا.   
المختلة موعات  الأنواعكيفية تطبيق معادلات التوازن على   الفقرة التاليةتوضح   

 . القوى الواقعة في مستو واحد
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  :في الآتي  لتوازن مجموعة من القوى المتلاقيةالتحليلية تتلخص الشروط 
Ʃ Fx = 0 
Ʃ Fy = 0 

 :فنجد ) 1- 2(الشكل على جملة القوى المتلاقية المبينة فيالتوازن  ينطبق شرط
  Ʃ Fx = F1 cosɵ1 – F2 cosɵ2 – F3 sinɵ3 = 0 
Ʃ Fy = F1 sinɵ1 + F2 sinɵ2 – F3 cosɵ3 = 0 

  xوالموازية مثلا للمحور الأفقي،المتوازيةلتوازن مجموعة من القوى التحليلية الشروط  أما
 :هيف

Ʃ Fx = 0 
 Ʃ Mo = 0 

 :فنجد ) 1- 2(الشكل نطبق شرطي التوازن على جملة القوى المتوازية المبينة في
  Ʃ Fx = F1 – F2 + F3 = 0 

Ʃ Mo = F1 × d1 – F2 × d2 – F3 × d3 = 0 
 

 
  )1-2(الشكل

 :هيف المتفرقة العامةالشروط التحليلية لتوازن مجموعة من القوى وأما 
Ʃ Fx = 0    ;  Ʃ Fy = 0   ;   Ʃ Mo = 0 

 :فنجد الشكل المذكور  جملة القوى المتفرقة الموضحة فيعلى شروط التوازن أيضا نطبق 
Ʃ Fx = F1 cosɵ1 – F2 sinɵ2 – F3 cosɵ3 = 0 
Ʃ Fy = F1 sinɵ1 + F2 cosɵ2 – F3 sinɵ3 = 0 

                   Ʃ Mo = 0 
– F1 cosɵ1× y1 + F1 sinɵ1× x1 – F3 cosɵ3× y3+ F3 sinɵ3× y3 – M1+M2 = 0 
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 مخططات الجسم الحر:

نعزل الجسم الوارد في المسألة  أننبدأ بتطبيق معادلات التوازن  أنعلينا قبل  يجب
 إضافتها أويؤدي حذف قوة ما  إذنمثل بدقة جميع القوى المؤثرة عليه  بطريقة واضحة وان

المحيطة به من خلال  القيودو  الأجساموتتم عملية عزل الجسم عن جميع  .نتائج خاطئة إلى
 بما في ذلك قوى ردود أفعالالقوى المسلطة  جميعظهر يُ رسم مخطط الجسم الحر الذي 

رسم مخطط الجسم  إتمامبعد  إلابحسابات القوى البدء ولا يجوز  .عنه  أبعدتالتي  القيود
  :أننؤكد على  فإنناذلك  لأهميةالحر بدقة ونظرا 
 السكونمخطط الجسم الحر هو أهم خطوة في حل مسائل علم رسم 

نقوم أولا برسم ،  )2- 2(الشكلالمثال الأول في في توازن الكرة المبينة في مثلا للبحث 
لهذا ننزع عنها السطح الحامل ونحل محله رد فعل السطح  .مخطط الجسم الحر لتلك الكرة 

نقطة  Aتقع في  أننقطة تطبيق هذه القوة يجب  أنونعلم  ، R القوة أيفي الكرة 
يكون  أنانه يجب  مبدأ توازن قوتين إلىاستنادا  ، فنستنتج ،التماس بين المستوي والكرة 

يكون رد الفعل هذا قد تعين تعيينا  وبذلك ،  Wوزن للشاقوليا ومساويا  Rرد الفعل 
 .كاملا

  
  )2-2(الشكل
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إذا نزعنا ،  السابق في الشكل الثانيالمثال في  المبينةبحبل و المعلقة وكذلك في حالة الكرة 
المطبق في النقطة  Wبالإضافة إلى الوزن ، هنا وعزلنا الكرة كجسم حر كانت لدينا  الحبل

C  ، الحبل شد ةقو T  . لهذا يظهر مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل المذكور
 .آنفا 

نزعنا القيود هنا أيضا وعزلنا الكرة   إذا ، الثالثالمثال في وكذلك في حالة الكرة المبينة 
قوتا رد فعل تحل  ، Cبالإضافة إلى الوزن المطبق في النقطة ، كجسم حر كانت لدينا 

كما هو مبين مخطط الجسم الحر   لهذا يظهر . محل الجدار الأخرىمحل الحبل وتحل  إحداهما
 .في الشكل المذكور آنفا 

 : واقعة في مستو واحد توازن ثلاث قوى
القوتين قوتين فقط فان توازنه يتطلب تساوي هاتين  تأثيرعندما يكون الجسم واقعا تحت 

  . )3- 2(في المقدار وتعاكسهما في الاتجاه كما هو مبين في الشكل

  
  )3-2(الشكل

 أييكون مجموع  أنهو  فان شرط التوازن وعندما تكون القوى المؤثرة عليه ثلاث قوى
 F2و F1 كانت لدينا ثلاث قوى   إذا آخربمعنى  أو .قوتين مساويا ومعاكسا للقوة الثالثة 

 أن ان شرط التوازن هوف وغير متوازية وكانت هذه القوى واقعة في مستو واحد F3و
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وبالإضافة إلى هذا فان أشعة القوى يجب أن  .تتقاطع خطوط تأثيرها في نقطة واحدة 
مضلع القوى في هذه الحالة هو مثلث زواياه هي المكملة للزوايا إن . مغلقا مضلعاتشكل 

  :في المثلثات نجد  )علاقة لامي( واستنادا إلى قاعدة الجيوب.بين خطوط عمل القوى

  

  Equilibrium of particle )النقطة المادية( سيمالجُ توازن   2-2

فان  )4- 2(كما هو واضح في الشكل   )ماديةنقطة (جسيم تؤثر جملة قوى على عندما 
 .لان الجسيم بالفرض معدوم الحجم ذلك يتضمن تلاقي جميع هذه القوى في نقطة واحدة

  Rلانعدام جملة قوى متلاقية في نقطة واحدة انعدام قوة المحصلة  كما سبق القول  ويكفي
 : بالعلاقات التاليةالتعبير عن هذا الشرط ويمكن 

Ʃ F  =Ʃ Fxi +Ʃ Fyj = 0 
Ʃ Fx  = 0 
Ʃ Fy  = 0 

 . داثيةحالإلة المحاور جممساقط القوى على Fy  و Fx   حيث
 

  
  )4-2(الشكل
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  )1-2(مثال 

 B حلقة صغيرة من  200Nمقداره Wيتدلى ثقل
كما هو موضح في  CBو  AB بحبلينمحمولة 
اوجد قوة الشد التي تتولد في كل .  ااور الشكل
  .منهما 

  : الحل 

الأولى بإنشاء ، يمكن حل هذه المسالة بطريقتين 
والثانية ، مضلع القوى ثم تطبيق علاقة الجيوب 
  .بالطريقة التحليلية باستخدام طريقة المساقط

والتي  Bندرس توازن الحلقة  :الطريقة الأولى 
كما   متلاقية تخضع لتأثير ثلاث قوى

هو مبين في مخطط الجسم الحر لتلك 
انت هذه القوى بحالة ولما ك. الحلقة 

 أنالممثلة لها يجب  الأشعةتوازن فان 
وبتطبيق علاقة . تشكل مثلثا مغلقا 

  :الجيوب 

     TA=146.4 N    TC=179.3 N           :نجد أن 

وباعتماد جملة محاور إحداثية  Bبالعودة إلى مخطط الجسم الحر للحلقة :الثانية الطريقة 
  :تطبيق شروط التوازن ما يلي  من خلال مناسبة نجد

Ʃ Fx = TC cos 45° – TA cos 30° = 0 
      Ʃ Fy = TC sin 45° + TA sin 30° – W = 0 

    . نفس النتيجة السابقةنحصل على  بحل هاتين المعادلتين
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  )2 -2(مثال 

والذراع   ABالقوتين المتولدتين في الكبل  المبين أدناه عين في الجملة المبينة في الشكل
AC  بفعل القوة الرأسيةP  المطبقة في الحلقةA  .أن مع العلم : P =100 N 

  
  : الحل

نحو الأسفل فان الأخيرة سوف تقوم بضغط ألياف الذراع  Aالحلقة  Pعندما تشد القوة 
AC  وبشد أسلاك الكبلAB. الذراع والكبل في الحلقة بردي ونتيجة لذلك سوف يؤثر

 .فعل مساويين ومعاكسين لفعل الحلقة فيهما كما هو مبين في مخطط الجسم الحر للحلقة
  :معادلات التوازن  

Ʃ Fx = TAB cos 30° + FAC cos 45° = 0 
      Ʃ Fy = TAB sin 30° – FAC sin 45° – 100 = 0 

  :الآتي   نحصل على بالتعويض وحل هاتين المعادلتين
TAB =73,2 N      FAC = - 89.7 N    

.تشير إلى أن الاتجاه الفعلي لرد فعل الذراع عكس المفروض في المخطط السالبة الإشارة  

بحالة توازن وتخضع لتأثير ثلاث قوى فقط لذا فان الأشعة  Aبما أن الحلقة :  آخر  حل
  :وبتطبيق علاقة الجيوب . الممثلة لها يجب أن تشكل مثلثا مغلقا كما موضح في الشكل 

  .هذه العلاقة نحصل على النتائج السابقة من
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  )3-2(مثال 

 Cو  Bمحمولة على محورين مهملي الوزن ومثبتين في النقطتين  ) مهملة الأبعاد( Aبكرة 
دّت إحدى ايتيه إلى الجدار شُ حبل على هذه البكرة يلتف   . كما هو مبين في الشكل

  . A الجسم الحر للبكرة ارسم مخطط) 1( :المطلوب .  Wوحملّت النهاية  الأخرى بثقل 
  ACو ABالمتولدتين في المحورين  FACو FAB احسب القوتين) 2(

  

  
  :الحل 

ة الهندسية لذا نستطيع اعتبار أالمنش أبعادبكرة مهملة لصغرها مقارنة ببقية لا أبعاد أنبما 
يجب أن تكونا  قوتينب البكرة يشدالسلك  أننلاحظ  . القوى المؤثرة في البكرة متلاقية

ين على تمنطبقفعل  رديقوتي  لتأثير أيضا كما تخضع البكرة. TوWوهما متساويتين 
  :ثم نكتب معادلات التوازن  A للبكرةنرسم مخطط الجسم الحر  . ACو AB المحورين

Ʃ Fx = FAB cos 30° + T cos 30° + FAC cos 60°  = 0 
      Ʃ Fy = FAB cos 60° - T cos 30° - FAC cos 30°  – W = 0 

  : الآتي  نحصل على حل هاتين المعادلتينبالتعويض و 
FAB = 0      FAC = - 34.6 N      
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  )4 -2(مثال 

المطلوب تعيين .  Wلرفع الحمل  المبينة في الشكل الكابلات والبكرات جملةتستخدم 
وذلك في وضع التوازن المبين في  AD و ACو AB قوى الشد المتولدة في الكابلات

  .البكرتين مهملة أبعادوان  N 200 وزن الحمل يساوي أنهذا مع العلم  . الشكل

  
  : الحل
  :ثم نكتب معادلات التوازن باعتبارها نقطة مادية  Aمخطط الجسم الحر للبكرة  أولانرسم 

Ʃ Fx = TAC cos60° – TAB + Tsin30°  = 0 
   Ʃ Fy = TAC sin 60° – 2T- Tcos30° = 0 

 :باعتبارها نقطة مادية ثم نكتب معادلات التوازن  Eنرسم مخطط الجسم الحر للبكرة ثم 
      Ʃ Fy = 2T- W = 0 

  :الآتي   نحصل على بالتعويض وحل المعادلات الثلاث السابقة
TAB = 215.5 N 
TAC =  330.9N 

T = 100 N 
 

   rigid bodyEquilibrium of توازن الجسم الصلب 2-3

انطلاقا من شروط  الصلب الطريقة المتبعة في دراسة توازن الجسم التالية الأمثلةتوضح 
  .التوازن التي نوقشت في بداية هذا الفصل
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  )5 -2(مثال 

 إلى بالإضافةمجموعة من القوى الموزعة والمركزة   لتأثيريخضع الجائز الموضح في الشكل 
كز هذا الجائز على مسندين احدهما مفصلي ويرت . kN-m 20مزدوجة عزمها يساوي 

علمت  إذا Bالمسند المتحرك  فعل ورد Pالقوة  سابحالمطلوب . متحرك  والآخرثابت 
  .يساوي الصفر  A الثابترد فعل المسند  أن
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 

  :الحل 
  :نرسم مخطط الجسم الحر للجائز المفروض ثم نكتب معادلات التوازن 

Ʃ Fx = XA  = 0 
Ʃ Fy = YA + RB - 10 - 36 - P = 0 

Ʃ MA = RB×6 – 10×2 - 20 - 36×5 - P×7= 0 
  :الآتي   نحصل علىفإننا ، فرضا   YA = 0مع اعتبار ل المعادلات بح

P = 56 kN 
RB =  102 kN 
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  )6 -2(مثال 

في  كما هو مبين  Bو A حديديتينوترتكز على سكتين  kN 20 وزا Crane ةرافع
تحُمّل بثقل  Cالمطبق في النقطة  Pبفعل الحمل  الرافعة من الانقلابولمنع هذه .الشكل 

بحيث لا تميل الرافعة  P الأعظمتعيين الحمل المطلوب .  kN 5موازنة معاكس يساوي 
  . اليمنىنحو الجهة 

   : الحل
لا بدّ لنا من البحث في الوضع 

عندما يكون : ي التالي الحدّ 
مطبقا في  P الأعظمالحمل 
تصبح  فان الرافعة Cالنقطة 

الجهة نحو على وشك الانقلاب 
عن حينئذ وتنفصل  اليمنى
الذي ينعدم رد فعله  Bالمسند 

كما هو   الحرجةفي هذه اللحظة 
واضح في مخطط الجسم الحر 

مجموع  فإذا أخذنا  .للرافعة
 Aحول النقطة   القوى عزوم

  : حصلنا على الآتي
      Ʃ MA =  - P(5) + 20(2)  + 5(5) = 0 

  :وهو  تنقلبرفعه دون أن الرافعة  تستطيعكبر حمل أنجد  هنا ومن
      P = 13 kN 
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 )                       7 -2(مثال 

كما هو   Q1=Q2=180 Nحمولتان متساويتان مقدار كل منهما  ADعُلّق في الذراع 
 Bبينما يرُبط في النقطة  Dويُـثبّت هذا الذراع تثبيتا صلبا في النقطة  . موضح في الشكل

.  450Nبحبل يمر على زوج من البكرات الثابتة ويتدلى من ايته الحرة ثقل مقداره 
  . Dالمطلوب حساب رد فعل المسند الصلب 

  : .........................................................................الحل  
ولرد فعل المسند T ولتأثير قوة شد الحبل  Q2و  Q1لتأثير الحمولتين  ADيخضع الذراع  

وبناء على .  Mو  YDو  XD: الذي يتألف عادة من ثلاث مركبات وهي  Dالصلب 
  :هذا التحليل نرسم مخطط الجسم الحر للذراع ثم نكتب معادلات التوازن التالية 

Ʃ Fx = XD = 0 
 Ʃ Fy = YD +  450 – 180 - 180  = 0 

Ʃ MD= M + 180 (2.4) + 180 (1.2) - 450(1.5) = 0 
    : هذه المعادلات ينتجمن 

XD = 0  
YD = - 90 N 
M = 27 N-m 
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 )                       8 -2(مثال 

ويرتكز على  Q = 4 kNيقوم برفع كمية من الحصى مقدارها  W = 10 kNجراّر وزنه 
  :المطلوب حساب ما يلي . ارض أفقية كما هو مبين في الشكل 

 .رد فعل العجلتين الأماميتين  .1
 .رد فعل العجلتين الخلفيتين  .2

  
   

  : .........................................................................الحل 
ورد فعل زوج  Qووزن الحمولة  Wوزنه : يقع الجرار المفروض تحت تأثير القوى التالية  

وبناء على هذا التحليل .  R2ورد فعل زوج العجلات الخلفية  R1العجلات الأمامية 
  :نرسم مخطط الجسم الحر للجرار  ثم نكتب معادلات التوازن 

 Ʃ Fy = R1 +  R2 – 10 - 4  = 0 
Ʃ MB= R1 (150) - 4 (280) – 10 (50) = 0 

    : هذه المعادلات ينتجمن 
R1= 10.8  kN 
R2 = 3.2  kN 
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 )                       9 -2(مثال 

 Aمثبت بمساعدة مفصل في النقطة  N 60ووزنه  cm 100طوله  AB ذراع متجانس
كما هو مبين   Cويرتكز في الوقت ذاته ارتكازا حرا على سطح اسطواني أملس في النقطة 

حبل يمر على بكرة ثابتة ومعلق بنهايته الحرة ثقل مقداره  Bيثُبّت في الطرف . في الشكل 
10 N  . اوجد ردي فعل المسندينA   وC  إذا علمت أنBC=25cm .  

  
 : الحل 

  :ثم نكتب معادلات التوازن   ABنرسم مخطط الجسم الحر للذراع 
Ʃ Fx = XA - RC cos 30° - 10 cos 30°   = 0 

 Ʃ Fy = YA+ RC sin 30° - 10 sin 30°- 60   = 0 
Ʃ MA=  RC (75) - 60 (50 cos 60°)+10(50) = 0 

    : هذه المعادلات ينتجمن 
XA = 20.2 N 
YA = 58.3 N 
RC = 13.3 N  
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  : مركبة أجسامجملة توازن  2-4
الصلبة فيما بينها يمكننا تقسيم القوى التي تؤثر في هذه  في حالة اتصال جملة من الأجسام

  :مجموعتين  إلى الجملة
أو بتعبير ،  المفروضة متماسكةوهي القوى التي تجعل أجزاء الجملة : قوى داخلية  •

وحسب قانون الفعل ورد  . المتماسكة آخر هي قوى التأثير المتبادل بين الأجزاء
ر جسمان على بعضهما فان قوتي الفعل ورد الفعل تكونان إذا أثّ : الفعل 

 . متساويتين بالمقدار ومتعاكستين بالاتجاه ولهما نفس الحامل
في أجزاء الجملة  الخارجية الأجسامثر ا تؤ  وهي القوى التي:  قوى خارجية •

 .المفروضة
يمكن التمييز  الأجسام المركبة الداخلة في تركيب جمل الأجزاءوحسب شكل الاتصال بين 

  : بين الأنواع التالية في التطبيقات الهندسية
 .بعضها بعضا إلىالأجزاء الداخلة في تركيب اموعة تستند بشكل حر  .1
 .بمساعدة مفاصل بعضها بعضا  متصلة معالأجزاء الداخلة في تركيب اموعة  .2

عند حل المسائل المتعلقة بتوازن جملة من الأجسام المركبة من الضروري مراعاة أن جميع 
وبناء على ذلك يمكن كتابة .  تتوازن أنيجب  المؤثرة في جسم ما القوى الخارجية والداخلية

  .من أجزاء الجملة المفروضة  جسمثلاث معادلات توازن لكل 
رسم مخطط الجسم الحر ونمن جسمين فإننا نقوم بفصلهما مثلا كانت الجملة مؤلفة   إذا

ويمكننا استخدم . ثلاث معادلات توازن لكل جسم ونستطيع عندئذ كتابة  لكل منهما
دون تفكيك ثم المفروضة كامل الجملة بدراسة توازن  ذلك و  طريقة أخرى أكثر بساطة

 .ست معادلات توازن على أيضافنحصل الجملة  جسمي حدأتوازن  ندرس بعد ذلك
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 )                       10 -2(مثال 

 قائم الزاوية ABC إطارعلى  N 500ترتكز اسطوانتان متماثلتان تزن كل واحدة منهما 
  :لمطلوبا.  الشكلكما هو مبين في  Bفي 
 حساب ردي الفعل في نقطتي استناد .1

 . Cو  B   الإطار
 E حساب ردود الفعل في نقاط التماس  .2

  . Gو  Dو 
  :الحل 

 Bالمسندين من  مجتمعة نحرر الجملة المفروضة
ثم نكتب  ما هو مبين في الشكلك   Cو

  :معادلات التوازن فنجد 
Ʃ Fx = XB – RC sin 30°  = 0 
Ʃ Fy =YB –500-500+RC cos30° 
=0 
Ʃ MB = (500 sin30°) (20) - 
(500cos30°) (20) + 
(500sin30°)(20) - 
(500cos30°)(60)+ RC(100)=0 

 :الآتي نحصل على ادلاتبحل هذه المع
RC =246.4 N    XB = 123.2 N   YB= 786.6 N 

 :لاسطوانتين معا كما واضح في الشكل ثم نكتب ا ندرس توازنبعد ذلك 
Ʃ Fx = RG – 500 sin 30° - 500 sin 30°  = 0 
Ʃ Fy = RD + RE - 500 cos30°- 500 cos30°   = 0 
Ʃ MO1 = RE (40) - 500 cos30° (40)   = 0 

 :الآتي ينتج ادلاتبحل هذه المع
RD = RE=   433 N    RG = 500 N 
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 )                       11 -2(مثال 

ويخضع لتأثير القوى الموزعة والمركزة المبينة في  kN 1وزنه   ABمتجانس  أفقيذراع 
 5mطوله  CDآخر إلى ذراع  Cيستند بشكل حر في النقطة هذا الذراع . الشكل  

المطلوب تعيين ردود الفعل في  .ويحافظ على توازنه بمساعدة حبل أفقي  ،kN 1.2ووزنه 
 وقوة الشد  DوCو Aالنقاط 

Tبالحبل.  

 :الحل 
مخطط الجسم نرسم  : ABالذراع 

  :الحر ثم نكتب معادلات التوازن 
Ʃ Fx = XA  = 0 

   Ʃ Fy = YA+RC - 8 – 1 - 1 = 0 
Ʃ MC = RC (4)  - 3 – 8 (2) - 1 (3) - 1 (6) = 0 

  : هذه المعادلات ينتجمن 
XA  = 0    YA = 8.2 kN      RC = 7 kN 

 
  :معادلات التوازن لذراع ثم نكتب لهذا انرسم مخطط الجسم الحر  : CDالذراع 

Ʃ Fx = XA - T = 0 
   Ʃ Fy = YD – 1.2 - 7 = 0 

Ʃ MD = T (2) – 7 (4) – 1.2 (2) = 0 
  : هذه المعادلات ينتجمن 

XD  = 15.2 kN      YD = 8.2 kN      T = 15.2 kN 
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 )                       12 -2(مثال 

يخضع هذا الإطار إلى حمولات .  Bمرتبطين بواسطة المفصل  ذراعينمن  مؤلف طارإ
 Bو Aتعيين ردود فعل المفاصل الثابتة  :المطلوب. خارجية كما هو مبين في الشكل 

  .Cو

  
  :الحل 
  :نرسم مخطط الجسم الحر ثم نكتب معادلات التوازن  : ABالذراع 

Ʃ Fx = XA + XB  = 0 
   Ʃ Fy = YA + YB  - 50 = 0 
Ʃ MA= YB (4) – 50 (2) = 0 

  :نرسم مخطط الجسم الحر ثم نكتب معادلات التوازن  : CDالذراع 
Ʃ Fx = XD - XB + 30 cos 30°  = 0 

   Ʃ Fy = YD + YB  + 30 sin 30°   = 0 
Ʃ MD= XB (7) – 30 cos 30° (9) + 60 = 0 

  : ما يلي ينتجالست السابقة المعادلات  بحل
 kN بوحدة ردود الأفعال

YD  XD  YB  XB  YA  XA  
10   -1.15   25   24.8   25   -24.8   

  .الإشارة السالبة إلى أن الاتجاه الفعلي بعكس الاتجاه المفروض في مخطط الجسم الحر تدل
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 )                       13 -2(مثال 

حيث ترتبط فيما بينها بوساطة  وبكرةمن ثلاثة أذرع  ينة في الشكلبتتكون الرافعة الم
القوى المؤثرة في كل عضو من أعضاء الرافعة إذا علمت  تعيينالمطلوب  .حبل و مفاصل 

 . N 180يساوي   W أن مقدار الحمل المرفوع
    :  الحل

بعد  Dو A نحسب أولا ردي فعل المسندين
في . رسم مخطط الجسم الحر مل الرافعة

  :معادلات التوازن تكون هذه الحالة 
Ʃ Fx = XA - XD  = 0 

   Ʃ Fy = YA - 180 = 0 
Ʃ MA= XD (45) – 180 (46) = 0 

  : هذه المعادلات ينتجمن 
XA  = 184 N    YA = 180 N      

RD = 184 N 
 

في الخطوة الثانية نقوم بتفكيك الرافعة ثم 
نرسم مخطط الجسم الحر لكل عضو من 

  .الرافعة كما هو واضح في الشكل  أعضاء
التالية وذلك اعتمادا على قانون ولا بد ذا الصدد من الإشارة إلى الملاحظات الهامة 

  :الفعل ورد الفعل 
وحتى يتوازن  .عند ايتيه فقط هو يخضع لتأثير قوتين مهمل الوزن و  BEإن الذراع  •

هاتان القوتان متساويتين ومتعاكستين ومنطبقتين على  تكون أنهذا الذراع يجب 
 .محور الذراع 

  



 

AD النقطة  فيB قوة  تساوي وتعاكس
 .في نفس النقطة
CK النقطة  فيE قوة  تساوي وتعاكس
 .في نفس النقطة

قوة تأثير  تساوي وتعاكس Cالنقطة  في
 .في نفس النقطة

قوة تأثير الذراع  تساوي وتعاكس Kالنقطة 
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AD الرأسي في الذراع BEإن قوة تأثير الذراع  •

في نفس النقطة BEفي الذراع  ADتأثير الذراع 
Kالأفقي في الذراع  BEإن قوة تأثير الذراع  •

في نفس النقطة BEفي الذراع  CKتأثير الذراع 
في ADفي الذراع  CKإن قوة تأثير الذراع  •

في نفس النقطة CKفي الذراع  ADالذراع 
النقطة  في CKالبكرة في الذراع  إن قوة تأثير •

CK  في نفس النقطةوذلك في البكرة. 
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 توازن البكرة التي تخضع لتأثير القوى الموضحة في مخطط الجسم الحر ندرس  :البكرة 
  :معادلات التوازن لهذا نكتب . الخاص ا 

Ʃ Fx = XK - 180  = 0 
Ʃ Fy = YK - 180 = 0 

  : هاتين المعادلتين نحصل على الآتيمن 
XK = YK = 180 N       

لتأثير القوى الموضحة في  يخضع هذا الذراع الذيتوازن  ندرس:   CEGالذراع الأفقي 
  :التوازن معادلات لهذا نكتب . مخطط الجسم الحر الخاص به 

Ʃ Fx = - XC - R cos 36.9° - 180 = 0 
   Ʃ Fy =  -YC - R  sin 36.9°- 180      = 0 
Ʃ MC= - R  sin 36.9° (20) – 180 (40) = 0 

  : هذه المعادلات ينتجمن 
XC  = 300 N    YC = 180 N      R = - 600 N 

عكس الاتجاه المفروض في  هو إلى أن الاتجاه الفعلي لها Rتشير الإشارة السالبة للقوة 
ويمكن  القوى المؤثرة في جميع أعضاء الرافعة قد أصبحت معلومة أنأخيرا نلاحظ  . الرسم

  :  ترتبها في الجدول التالي

 Nبوحدة  المؤثرة في أجزاء الرافعة القوى
YK  XK  YC  XC  R  RD  YA  XA  
180  180  180  300  - 600  184  180  184  
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  للمراجعة مسائل
REVIEW PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :
الموضح في الشكل ااور لتأثير قوى موزعة ومركزة بالإضافة إلى  ABCDالذراع  يخضع

ردي فعل  ثم حساب ABCDللذراع رسم مخطط الجسم الحر :  والمطلوب ، مزدوجة 
  . Cو  B  المسندين

 
  :    الجواب

YB = 20 kN (↑) ,  XC = 0 , YC = 55 kN (↑) 
 

 مسألة رقم (2) :
مثبت   ACالشكل ااور عمودا  يبين

بفرض .  Bعليه بكرة بواسطة المفصل 
ووزن  200Nأن وزن العمود يساوي 

  :المطلوب ،  50Nالبكرة 
 -2.  ارسم مخطط الجسم الحر للبكرة  -  1

.   ABCللذراع ارسم مخطط الجسم الحر 
 B و Aالمفاصل  أفعال وداحسب رد - 3

 . Cو 
  :    الجواب

YA = 187 N (↑)  ,  XB = XC = 354 N  ,  YB = 196 N ,  YC = 218 N (↑) 
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 مسألة رقم (3) :
بواسطة مفصل ثابت ثم يربط مع الحائط بواسطة كبل  Aفي النقطة  ABيثبّت الذراع 

المطلوب ما . كما هو مبين في الشكل ااور   W=3 kNثم يعُلّق حملا وزنه  CDأفقي 
حساب قوة الشد المتولدة في الكبل  - AB .2رسم مخطط الجسم الحر للذراع  - 1: يلي 

 .  Aوكذلك رد فعل المسند 

  
  : الجواب 

T = 10.39  kN (←)  ,  XA = 10.39  kN (→) ,  YA = 3  kN (↑)  
  

 مسألة رقم (4) :
ونصف قطرها  Q=80 Nكرة متجانسة وزا   

30cm  ترُبط مع الحائط بواسطة حبل يصنع مع
ارسم مخطط الجسم .  °60خط الأفق زاوية مقدارها 

ثم احسب قوة الشد المتولدة في الكبل ورد الحر للكرة 
 .  Bفعل الجدار في النقطة 

   
  :    الجواب

T = 92.4  N  ,  RB = 46.2  N (←)   
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 مسألة رقم (5) :
 Bفي الطرف  W=5  kNيعُلّق حمل مقداره   

بمساعدة سلك يلتف على  ABمن الذراع 
تؤثر في اية السلك . بكرة عديمة الاحتكاك 

للحفاظ على توازن الذراع   Tالحرة قوة الشد 
كما يثبت ) . 1- 1(كما هو مبين في الشكل

. بواسطة مفصل ثابت  Aالذراع في النقطة
ثم عينّ قوة ارسم مخطط الجسم الحر للذراع 

 . Aالمفصل  ورد فعل Tالشد 
   

  :    الجواب
T = 2.5  kN  ,  XA = 2.17  kN  ,  YA = 3.75  kN 

 
 

 مسألة رقم (6) :
تستند إلى جدار  N 1000كرة متجانسة وزا 

،  N 400ووزنه  5mأملس وترتكز على ذراع طوله 
وذلك   °45كما يصنع مع خط الأفق زاوية مقدارها

ارسم - 1:والمطلوب هو   BCبمساعدة السلك
مخطط الجسم الحر للكرة ثم حدد رد فعل الجدار 

ارسم مخطط -2.وقوة ضغط الكرة على الذراع
الجسم الحر للذراع ثم احسب قوة الشد الناشئة في 

   .السلك 
  :    الجواب

RD = 1000  N (→)  ,  P = 1414  N  ,  T = 707  N  
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 مسألة رقم (7) :
من ثلاثة أعضاء  إطار مؤلف

  .مرتبطة فيما بينها بواسطة مفاصل
يخضع هذا الإطار لتأثير قوتين  

  . خارجيتين كما هو مبين في الشكل
 Aعينّ ردود الأفعال في النقاط 

  .  Dو Cو Bو
 

  :    الجواب
RA = 4.8  kN   ,  RB = 4.88  kN  ,  RC = 12.78 kN  , RD = 12.24  kN 

  
 مسألة رقم (8) : 

الموضح في الشكل ااور على مسندين احدهما مفصلي ثابت والآخر  ABيرتكز الذراع 
  . Bو  A  ردي فعل المسنديناحسب . متحرك ويخضع لتأثير القوى المبينة في الشكل 

 
  :    الجواب

XA = 0 , YA = 104 kN (↑) ,  , RB = 136 kN (↑) 
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 مسألة رقم (9) : 
يخضع لتأثير القوى المبينة في  إذا علمت أن الجائز Bو  A  ردي فعل المسنديناوجد 
  . الشكل

 
  :    الجواب

XA = 126 kN (→)  , YA = 72 kN (↑)  , RB = 252 kN  
 

 مسألة رقم (10) : 
لتأثير القوى المبينة في بشكل صلب ومن طرف واحد في الجدار ويخضع  ABيثُبّت الذراع 

 . Aاحسب رد الفعل في نقطة التثبيت  . الشكل
 

  
  :    الجواب

XA = 0  , YA = 38 kN (↑)  , MA = 95 kN-m (↶)  
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الثالثالفصل   

الهياكل الشبكية تحليل  
ANALYSIS 0F TRUSSES  

 3-1 تمهيد :

عرّف الهيكل الشبكي يُ و . يتناول هذا الفصل الهياكل الشبكية الواقعة في مستو واحد 
 (Pins)جملة من القضبان الواقعة في مستو واحد والمتصلة اياا بمسامير  بأنهالمستوي 

وتدعى مسامير وصفائح ربط  .تلك القضبان  إليهاتلحم  (Plates)بصفائح  أو
الهياكل الشبكية كثيرة الانتشار في حياتنا فهي إن .  (Joints) عادة بالعقد القضبان
، في الأبراج الحاملة لخطوط التوتر العالي )1-3(كما هو واضح في الشكل  تشاهد
وفي سقوف ، الكبيرة  الشبكية والروافع ، بشتى أنواعها الاتصالاتوأبراج ،  والجسور

ومن الشائع عمليا  .والصالات الرياضية وغيرها  ومراكز التسوق والمشافي المنازل والمعامل
  :تالية تراعى الافتراضات ال أنفي دراسة توازن الهياكل الشبكية 

 .ايات القضبان متصلة بمسامير عديمة الاحتكاك  إن •
وهي واقعة في  القوى الخارجية المؤثرة في الهيكل كلها مطبقة على العقد فقط إن •

 .مستوي الهيكل الشبكي 
مقارنة بالحمولات الخارجية المطبقة على الهياكل عادة صغيرة  تكون القضبان أوزان •

كل قضيب من قضبان   فيوبناء على ذلك تؤثر  . تسبتحُ لا  فهي ذالهالشبكية 
 هاتان القوتان تكون أنوفي حالة التوازن يجب ، الهيكل قوتان عند ايتيه 

المنطبق على محور  متساويتين بالمقدار ومتعاكستين بالاتجاه ولهما نفس الحامل
أو للشد  عند العمل تتعرض الشبكية كلا قضبان الهي أنومنه نستنتج  .القضيب

 .)2- 3(كما هو مبين في الشكل  غطالض
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 )1-3(الشكل

المتماسكة المكونة من مثلثات والتي لا تحتوي  وسنكتفي في هذا الفصل بدراسة الهياكل
 Statically)دة ستاتيكيا المحدّ  والتي تسمى بالهياكل إضافيةعلى قضبان 

determinate trusses)  ،تماما تكفي ودراستها تعدّ سهلة لان معادلات التوازن 
وفي . والتي تشمل القوى الداخلية للقضبان وردود فعل المساند القوى اهولة  تحديدل

  :بالعلاقة التالية  nبعدد العقد  mهذه الهياكل يرتبط عدد القضبان 

m = 2n - 3 

 الأمرويتطلب ،  توجد فعلا ثلاث عقد أضلاعالمؤلف من ثلاثة  الهيكل البسيط ففي
وإذا قل عدد القضبان في الهيكل عن الحد المقدر . قضيبين لتوصيل كل عقدة جديدة 
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وقابل  (Unstable) متماسكغير و  ًقلقايكون الهيكل عندئذ  طبقا للعلاقة السابقة
زاد عدد  إذا أما .تحت تأثير الحمولات المطبقة في أية لحظة  (Collapsible) لايارل

سيكون اكبر من  القوى اهولةعدد  فانعن الحد المذكور  المدروس القضبان في الهيكل
د محدّ غير  )3- 3(كما هو مبين في الشكل  حينئذالهيكل ويعدّ  ،معادلات التوازن عدد

هذا النوع من الهياكل  يدرسو  .  (Statically indeterminate truss)ستاتيكيا 
  .المعقدة في مقررات دراسية أخرى متقدمة 

  
 )2-3(الشكل

  
 )3-3(الشكل
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وتتلخص دراسة توازن الهياكل في تعيين ردود فعل المساند وتحديد القوى المحورية الداخلية 
بعد اعتبار  ويمكن تعيين ردود فعل المساند . المتولدة في القضبان بفعل الحمولات الخارجية

تتعين القوى المحورية الداخلية  أخرىومن ناحية . الهيكل المفروض ككل جسما صلبا 
  :بإحدى الطريقتين التاليتين  المتولدة في القضبان

 (Method of joints)قة فصل العقد طري .1
 (Method of sections)ريقة قطع الهيكل ط .2

 :(Method of joints) طريقة فصل العقد 3-2

هذه الطريقة عادة عند الحاجة لتحديد القوى الداخلية المتولدة في كافة قضبان  تستخدم
 في حالة اتزان فان بكامله الهيكلجسم  عندما يكون، من البديهي و . الهيكل المفروض

ومن هنا تنبع فكرة الطريقة  . أيضا وقضبان ستكون في حالة توازن عقد مكوناته من
 .الحالية والتي تتلخص في دراسة توازن القوى المتلاقية المؤثرة في كل عقدة من عقد الهيكل 

 القضبان المتصلة بالعقدة المدروسةتتضمن القوى الخارجية وكذلك ردود فعل  وهذه القوى
   . )4- 3(هو مبين في المثال الموضح في الشكل كما

  
 )4-3(الشكل
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على قانون  أساسا يعتمد القوى الداخلية بين القضبان والعقدتعيين يبدو لنا بوضوح ان و 
، S1بالقوة  ABفي القضيب مثلا تؤثر  Aوعليه فان العقدة  .الفعل ورد الفعل 

 ABان القضيب  وبما .لها بقوة رد فعل مساوية ومعاكسة من ناحيتهيؤثر  ABوالقضيب 
متساويتان وكل منهما  لذا فان هاتين القوتين، مطبقتين في ايتيه  بفعل قوتين وازنمت

إن تعيين القوى الداخلية في قضبان الهياكل الشبكية بمساعدة طريقة  .S1 تساوي للقوة 
  :فصل العقد يجري عادة باتباع الخطوات التالية 

 .رسم مخطط الجسم الحر للهيكل بأكمله  •
يرتكز عليها جسم الهيكل وذلك باستخدام تعيين ردود الفعل للمساند التي  •

 .معادلات التوازن المناسبة 
يشمل مخطط العقدة و  .رسم مخطط الجسم الحر لكل عقدة من عقد الهيكل  •

اتجاهات قوى رد فعل القضبان  أنوبما .  رد فعل القضبانقوى القوى الخارجية و 
هذا ء على وبنا، جميع القضبان في حالة شد  أن مبدئيا مجهولة لذا سنفرض

حصلنا نتيجة الحل  إذا . خارجة من العقدفي المخطط  القوى  تظهر هذه الفرض
 ما فتوجيه القوة صحيح ويكون القضيبرد فعل قضيب موجبة لقوة  إشارةعلى 
في  المدروس القضيب فان سالبةإشارة  حصلنا على وإذا،  في حالة شد عندئذ
  .ضغط حالة 

من عقد كل عقدة   على  ƩFX=0 ;  ƩFY=0 :تطبيق معاداتي التوازن التاليتين  •
     . اهولةالقوى  وحسابالهيكل 

 جميع القوى الداخلية المتولدة في قضبان الهيكل ينيب ترتيب النتائج في جدول •
 .قيمة ونوعا

  :ومن الملاحظات الهامة 
 ،اثنان منها على استقامة واحدة، لة ثلاثة قضبان مّ إذا تلاقت في عقدة غير محُ  �

 .فالقوة الداخلية في القضيب الثالث تكون معدومة



  
 

61 
 

، على استقامة واحدةغير واقعين  فقط بانيفي عقدة غير محملة قض قىإذا تلا �
 .تكون معدومة الداخليتان فيهما تانفالقو 

 )                       1 -3(مثال 

اوجد القوى الداخلية المتولدة في  
قضبان الهيكل الشبكي الموضح في 

  .الشكل باستخدام طريقة فصل العقد 

 
 : الحل  

نرسم مخطط :  ردود فعل المساند  
  :  معادلات التوازنبأكمله ثم نكتب  الجسم الحر للهيكل

Ʃ Fx =  XA – 3 = 0 
Ʃ Fy =  YA + RE - 10 = 0 

Ʃ MA= RE (12) + 3 (4) – 10 (6) = 0 
رسم مخطط الجسم الحر لكل عقدة من ننفرض أن جميع القضبان تقع في حالة شد ثم 

القوى الداخلية  نمثلوبناء على هذا الافتراض . كما هو مبين في الشكلعقد الهيكل  
 .خارجة من العقدبأشعة 

  
  : العقدة هلهذ  التوازن معادلتا:   A العقدة

Ʃ Fx =  S1 + S2 cos α + 3 = 0 
Ʃ Fy =  S2 sin α + 6 = 0 
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  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن  : Bالعقدة 
Ʃ Fx = - S2 cos α +  S3 cos α + S4 = 0 
Ʃ Fy = - S2 sin α - S3 sin α  = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Eالعقدة 
Ʃ Fx = - S6 -  S7 cos α = 0 
Ʃ Fy =  S7 sin α + 4  = 0 

  :لهذه العقدة   معادلة التوازن:   Dالعقدة 
Ʃ Fy = - S5 sin α – S7 sin α  = 0 

 :بحل المعادلات السابقة نجد  
S7  S6  S5  S4  S3  S2  S1    

  القوةمقدار  1.5  7.5-  7.5  9-  5  3  5-

  القوة نوع  شد  ضغط  شد  ضغط  شد  شد  ضغط

 

 )                       2 -3(مثال 

اوجد القوى الداخلية المتولدة في قضبان الهيكل الشبكي الموضح في الشكل باستخدام  
  .طريقة فصل العقد 

 
 : الحل  

نرسم مخطط الجسم الحر للهيكل بأكمله ثم نكتب معادلات    : ردود فعل المساند 
  :  التوازن
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Ʃ Fx =  XA = 0 
Ʃ Fy =  YA + RH – 4 - 6 = 0 

Ʃ MA= RH (8) - 6 (4) – 4 (2) = 0 
نفرض أن جميع القضبان تقع في حالة شد ثم نرسم مخطط الجسم الحر لكل عقدة من 

وبناء على هذا الافتراض نمثل القوى الداخلية . عقد الهيكل كما هو مبين في الشكل
 .بأشعة خارجة من العقد

  
  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Aالعقدة 

Ʃ Fx =  S1 + S2 cos α  = 0 
Ʃ Fy =  S2 sin α + 6 = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Cالعقدة 
Ʃ Fx = - S1+ S6 = 0 
Ʃ Fy =  S3  - 4  = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Bالعقدة 
Ʃ Fx = - S2 cos α + S4 cos α + S5 cos α = 0 
Ʃ Fy - S2 sin α – S3 + S4 sin α - S5 sin α = 0 

 :لهذه العقدة   التوازنمعادلتا :   Dالعقدة 
Ʃ Fx = - S4 cos α + S8 cos α = 0 

Ʃ Fy = - S4 sin α – S7 -  S8 sin α  = 0 

 :لهذه العقدة   التوازنمعادلتا :   Hالعقدة 
Ʃ Fx = - S12 cos α – S13 = 0 
Ʃ Fy =  S12 sin α + 4  = 0 

 :لهذه العقدة   التوازنمعادلتا :   Gالعقدة 
Ʃ Fx = - S10 + S13 = 0 
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Ʃ Fy =  S11 = 0 

 :لهذه العقدة   معادلة التوازن:   Fالعقدة 
Ʃ Fx = - S8 cos α – S9 cos α + S12 cos α = 0 

 :بحل المعادلات السابقة نجد  
S13  S12  S11  S10  S9  S8  S7  S6  S5  S4  S3  S2  S1  
6.93 -8 0 6.93 0 -8 8  10.39 -4  -8  4  -12  10.39 

غير   ضغط  شد
  لمّ محُ 

غير   شد
  لمّ محُ 

  شد  ضغط  شد  ضغط  ضغط  شد  شد  ضغط

 

 )                       3 -3(مثال 

اوجد القوى الداخلية المتولدة في قضبان الهيكل الشبكي الموضح في الشكل باستخدام  
 طريقة فصل العقد 

 
 :...................................................................... الحل

نرسم مخطط الجسم الحر للهيكل بأكمله ثم نكتب معادلات :  مساند الردود فعل 
  :  التوازن

Ʃ Fx =  XD - RE cos 30° = 0 
Ʃ Fy =  YD + RE sin 30°  – 2 – 2 - 1 = 0 

Ʃ MD= RE (3sin 30°)  - 1 (3) – 2 (2) - 2 (1)  = 0 
  : هذه المعادلات ينتجمن 

XD  = 5.2 N    YD = 2 N      RE = 6 N 
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نفرض أن جميع القضبان تقع في حالة شد ثم نرسم مخطط الجسم الحر لكل عقدة من 
وبناء على هذا الافتراض نمثل القوى الداخلية . عقد الهيكل كما هو مبين في الشكل

 .بأشعة خارجة من العقد

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Aالعقدة 
Ʃ Fx =  - S1 - S2 cos 30° = 0 
Ʃ Fy =  S2 sin 30° - 1 = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Bالعقدة 
Ʃ Fx =  S1 -  S4 = 0 
Ʃ Fy = S3 = 0 

  :لهذه العقدة   معادلتا التوازن:   Gالعقدة 
Ʃ Fx = S2 cos 30° - S5 cos 30° - S6 cos 30°  = 0 

Ʃ Fy =  - S2 sin 30° - S3 - S5 sin 30° + S6 sin 30°- 2  = 0 

  :لهذه العقدة   التوازنمعادلتا :   Cالعقدة 
Ʃ Fx = S4 + S5 cos 30° – S8 = 0 
Ʃ Fy = S5 sin 30° + S7 = 0 

  :لهذه العقدة   معادلة التوازن:   Dالعقدة 
Ʃ Fy = S9 sin 49° + 2 = 0 

 (kN) الداخلية المتولدة في القضبان بوحدةالقوى 

S9  S8  S7  S6  S5  S4  S3  S2  S1  
-2.65 -3.46 1  4  -2  -1.73  0  2  -1.73 

  ضغط  شد  محمل غير  ضغط  ضغط  شد  شد  ضغط  ضغط
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 (Method of sections) طريقة قطع الهيكل 3-3

. الطريقة الثانية في تحليل الهياكل الشبكية هي طريقة قطع الهيكل أو المقاطع 
 بعضالقوى الداخلية المتولدة في  عيينهذه الطريقة عادة عند الحاجة لت تستخدم

دون الاضطرار إلى تطبيق شروط التوازن تطبيقا متتاليا على عقد  قضبان الهيكل
أي كون الهيكل بكامله في حالة اتزان فان عندما ي، ومن البديهي . الهيكل جميعها 
ومن هنا تنبع فكرة الطريقة الحالية . أيضا  كون في حالة توازنيس جزء مقطوع منه
حد أدراسة توازن القوى المؤثرة في في قطع بعض قضبان الهيكل ثم والتي تتلخص 

 وفقيجري عادة  المقاطعطريقة بالهياكل الشبكية  تحليلإن .  المقطوع الهيكل جزئي
  :الخطوات التالية 

 .إذا كان ذلك ضروريا لمساند التي يرتكز عليها جسم الهيكلا أفعالردود  تحديد •
ونختار المقطع بحيث يمر بالقضبان المراد تحديد .  في الهيكل إحداث مقطع وهمي •

القوى الداخلية المؤثرة في  أنوينتج عن عملية القطع  ، القوى الداخلية المؤثرة فيها
يمر المقطع بثلاثة قضبان  أنكما ينبغي   .القضبان المقطوعة تصبح قوى خارجية 

إلا ، إذ أننا لا نستطيع بمعادلات التوازن أن نجد أكثر من ثلاثة مجاهيل ، فقط 
 .انه في بعض الحالات الخاصة يمكننا أن نقطع أكثر من ثلاثة قضبان

سهولة  الأكثر الهيكل اختيار جزءوهنا يستحسن .  لمقطوعا الهيكلدراسة توازن  •
وبناء على هذا ،  في حالة شد القضبان المقطوعة أنوافتراض ، في الدراسة 

في تحليل الهياكل . من القضبان المقطوعةالفرض تظهر القوى في المخطط خارجة 
 :التالية  التوازن جملتي معادلات إحدىنستخدم عادة 

Ʃ Fx = 0  ;  Ʃ Fy = 0   ;  Ʃ Mo= 0 
Ʃ MA = 0  ;  Ʃ MB = 0   ;  Ʃ MC = 0 

وهي ، التي يخضع لها الهيكل ثلاثة مراكز واقعة في مستوي القوى  Cو Bو Aحيث 
  .وليست على استقامة واحدة
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 )                       4 -3(مثال 

الموضح في الهيكل الشبكي من  3و  2و  1قضبان الاوجد القوى الداخلية المتولدة في 
  . الشكل باستخدام طريقة قطع الهيكل

 
 

 :...................................................................... الحل

نرسم مخطط الجسم الحر للهيكل بأكمله ثم نكتب معادلات :  ردود فعل المساند 
  :  التوازن

Ʃ Fx =  XA = 0 
Ʃ Fy =  YA + RC – 24 – 24 - 24 = 0 

Ʃ MA= RC (2)  - 24 (4) – 24 (6) - 24 (8)  = 0 
  : أن  هذه المعادلات ينتجمن 

    YA = -144 N      RC = 216 N 
 

  :القوى الداخلية في القضبان 

ثم نرسم مخطط الجسم  بالحساب نقطع الهيكل بحيث يمر مستوي القطع بالقضبان المعنية
في هذه  . الهيكل كما هو مبين في الشكل من )الأيسرزء للج أو(مثلا  للجزء الأيمنالحر 

لهذا السبب تظهر القوى في و  ، الحالة نفرض أن القضبان المقطوعة تقع في حالة شد
  .المخطط خارجة من القضبان المقطوعة

  



  
 

68 
 

  
  :معادلات التوازن للجزء الأيمن من الهيكل

Ʃ Fx =  S1 – S2 cos 45° - S3  = 0 
Ʃ Fy =  – S2 cos 45° - 24 – 24 - 24 = 0 
Ʃ MD= - S3 (2)  - 24 (2) – 24 (4) = 0 

  : أن  هذه المعادلات ينتجمن 
    S1 = 144 kN      S2 = -101.8 kN    S3 = -72 kN 

 

 . يمكن الحصول على نفس النتائج بدراسة توازن الجزء الأيسر من الهيكل:  ملاحظة هامة
  :كما يلي   معادلات التوازنفاستنادا إلى مخطط الجسم الحر لهذا الجزء يمكن كتابة 

Ʃ Fx =  S1 + S2 cos 45° + S3  = 0 
Ʃ Fy =   S2 cos 45° + 216 – 144 = 0 
Ʃ MJ= - S1 (2)  + 144 (2) = 0 

  .نحصل على نفس النتائج السابقة هذه المعادلات من 
S3  S2  S1  
-72  -101.8  144 

  شد  ضغط  ضغط
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 )                       5 -3(مثال 

من الهيكل الشبكي الموضح في  3و  2و  1اوجد القوى الداخلية المتولدة في القضبان 
  .الشكل باستخدام طريقة قطع الهيكل 

 :...................................................................... الحل

مخطط الجسم الحر للهيكل بأكمله ثم نكتب معادلات  نرسم:  ردود فعل المساند 
  :  التوازن

Ʃ Fx =  XA + 450 = 0 
Ʃ Fy =  YA + RB = 0 

Ʃ MA= RB (4.5)  - 150 (7.2) – 150 (4.8) - 150 (2.4)  = 0 
  : أن  هذه المعادلات ينتجمن 

XA = - 450 kN   ;   YA = - 480 kN  ;  RB = 480 kN 

نقطع الهيكل بحيث يمر مستوي القطع بالقضبان المعنية   :القضبان القوى الداخلية في 
  .بالحساب ثم نرسم مخطط الجسم الحر للجزء السفلي من الهيكل كما هو مبين في الشكل

  :معادلات التوازن لهذا الجزء هي
Ʃ Fx =  S2 + 150 - 450  = 0 

Ʃ Fy =  S1 + S3 + 480 - 480 = 0 
Ʃ MH=  S3 (4.5)  + 480 (4.5) – 450 (2.4) = 0 

  : أن  هذه المعادلات ينتجمن 
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S1 = 240 kN      S2 = 300 kN    S3 = -240 kN 

  :الجدول التالي يبين  القوى المطلوبة قيمة ونوعا 
S3  S2  S1  

-240  300  240 

  شد  شد  ضغط

  

 )                       6 -3(مثال 

من الهيكل الشبكي الموضح  4و 3و  2و  1اوجد القوى الداخلية المتولدة في القضبان 
 .في الشكل باستخدام طريقة قطع الهيكل 
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 :...................................................................... الحل
القطع  خطيمر  في المرحلة الأولى. مرتين متتاليتين كما هو مبين في الشكل نقطع الهيكل 
  4و 3 و 2و1 ، وفي المرحلة الثانية يمر خط القطع بالقضبان  4و 6و 5و1 بالقضبان 

  .لكل مقطع كما هو واضح في الشكل رسم مخطط الجسم الحر المناسبنوبناء على ذلك 

  
 : هي الأولتعلق بالمقطع الممعادلات التوازن للجزء 

Ʃ MD=  S1 (3) - 1500 (2) – 1000 (3) = 0 
Ʃ Fy = - S1 – S4 - 1000 = 0 

S1 = 2000 N      S4= - 3000 N 
  :ومن معادلات التوازن للجزء المتعلق بالمقطع الثاني نجد 

Ʃ Fx =  - S2 cos α  + S3 cos α  + 1500  = 0 
Ʃ Fy = - S1 – S4 - S2 sin α- S3 sin α  - 1000 = 0 

S2 = 1250 N      S3= - 1250 N 
   :    الجدول التالي يبين  القوى المطلوبة قيمة ونوعا

S4  S3  S2  S1  
- 3000  - 1250  1250  2000 

  شد  شد  ضغط  ضغط
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  للمراجعة مسائل

REVIEW PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :

احسب القوى . الهيكل الشبكي الموضح في الشكل لتأثير ثلاث قوى خارجية  يخضع
 .فصل العقدبطريقة  )1,2,3,4,5,6(  المحورية الداخلية المتولدة في القضبان

 
  :    الجواب

S1= 40 kN (C) , S2= 34.64 kN (T), S3= 30 kN (C), S4= 34.64 kN (T), 
 S5= 30 kN (T) , S6= 70 kN (C) 

 

 مسألة رقم (2) :

الهيكل المبين  قضبانجميع  القوى المحورية الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة احسب 
   .في الشكل  

 
 :    الجواب

S1= 7.5 kN (T) , S2= 12.5 kN (C), S3= 
12 kN (T), S4= 7.5 kN (T), 

 S5= 12.5 kN (C) , S6= 16 kN (T) 
S7= 6 kN (T) , S8= 10 kN (C) 

S9= 16 kN (T) 
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 مسألة رقم (3) :

الهيكل المبين  قضبانجميع  القوى المحورية الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة احسب 
    .في الشكل  

 
  : الجواب

S1= 55 kN (T) ,   S2= 3 kN (C),   S3= 44 kN (C), 
S4= 27 kN (C),   S5= 33.94 kN (T) ,  S6= 3 kN (T) 
S7= 60 kN (C),    S8= 27 kN (C) ,  S9= 45 kN (T) 

 مسألة رقم (4) :

الهيكل المبين  قضبانجميع  القوى المحورية الداخلية المتولدة في فصل العقدبطريقة احسب 
    .في الشكل  

 
 

  : الجواب
S1= 7 kN (C) ,   S2= 0 ,   S3= 34 kN (C), 

S4= 30 kN (T),   S5= 8 kN (T) ,  S6= 30 kN (T) 
S7= 34 kN (C),    S8= 0,  S9= 7 kN (C) 
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 مسألة رقم (5) :

 )1,2,3,4,5,6( قضبانال القوى المحورية الداخلية المتولدة في قطع الهيكلبطريقة  اوجد
   .من الهيكل المبين في الشكل 

 
  : الجواب

S1= 23.44 kN (T) , S2= 6.38 kN (C), S3= 20.19 kN (C), S4= 14.06 kN (T), 
 S5= 1.07 kN (C) , S6= 14.88 kN (C) 

 مسألة رقم (6) :

من  )1,2,3( قضبانال القوى المحورية الداخلية المتولدة في قطع الهيكلبطريقة  وجدا
   .الهيكل المبين في الشكل

 
  : الجواب

S1= 54.4 kN (T) , S2= 15.84 kN (T), S3= 34.4 kN (C 
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 مسألة رقم (7) :

من  )1,2,3( قضبانال القوى المحورية الداخلية المتولدة في قطع الهيكلبطريقة  وجدا
   .الهيكل المبين في الشكل 

  
  : الجواب

S1= 20 kN (T) , S2= 10 kN (T), S3= 20 kN (C) 
 

 مسألة رقم (8) :

من  )1,2,3( قضبانال القوى المحورية الداخلية المتولدة في قطع الهيكلبطريقة  وجدا
    .الهيكل المبين في الشكل  

  

 
 

  : الجواب
S1= 2.8 kN (T) ,     S2= 1.12 kN (C),   S3= 0 
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 مسألة رقم (9) :

القوى المحورية  فصل العقدبطريقة  اوجد )1
من  )1,2(يبين قضال الداخلية المتولدة في

    .الهيكل المبين في الشكل  
القوى  قطع الهيكلبطريقة  اوجد )2

 قضبانال المحورية الداخلية المتولدة في
    . من الهيكل )3,4,5(
  

  : الجواب
S1= 43.75 kN (C) , S2= 35 kN (T), S3= 15 kN (T), S4= 6.25 kN (C), 

 S5= 11.25 kN (C) 
  

 مسألة رقم (10) : 

القوى المحورية  فصل العقدبطريقة  اوجد )1
 )1,2,3,4( قضبانال الداخلية المتولدة في

    .من الهيكل المبين في الشكل  
القوى المحورية  قطع الهيكلبطريقة  اوجد )2

من  )5,6,7( قضبانال الداخلية المتولدة في
    . الهيكل

 
  : الجواب

S1= 80 kN (T) , S2= 106.67 kN (T), S3= 96.15 kN (C), S4= 53.3 kN (C), 
 S5= 13.34 kN (T) ,   S6= 72.11 kN (T) ,  S7= 0  
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الرابعالفصل   

الفراغية توازن القوى  
EQUILIBRIUM OF FORCES IN SPACE 

 

 4-1 المتجهات الأساسية في علم السكون:

  :(Unit vectors) أشعة الواحدة

الاتجاه الموجب  وفقويتجه  ، الذي طوله يساوي الواحد بشعاع الواحدة يدعى المتجه
من  شعاع واحدة طوله يساوي تدريجة واحدة Axisلكل محور  إن .للمحور الموجه 

 uuuu أنوبفرض ،  )1- 4(ليكن لدينا مثلا المحور المبين في الشكل  .تدريجات ذلك المحور 
 .محمولا على المحور نفسه آخر متجها Fوليكن ، شعاع الواحدة الخاص ذا المحور  هو
وكان طوله كما هو موضح  )بلا شعاع( فقط  Fللقيمة المطلقة للمتجه بالحرف  رمزنا فإذا

    : عندئذ فيكون (F=3) اتتدريج ثلاث يساوي في الشكل

���� = � ���� 
   :الهامة التالية  الشعاعية نكتب العلاقة أنبناء على ذلك يمكن و   

���� =  � ����
 �   

الواحدة  أشعةعلى  ويطلق . فيما بعد سائل كما سنرىالمبالغة في  أهميةولشعاع الواحدة 
 بأشعة الواحدة الأساسية ويرمز لها zو  yو x المتعامدة ةاور الثلاثالمنطبقة على المح

جه مقداره الواحد متّ  iiii أن أي . كما هو مبين في الشكل المذكور kkkkو  jjjjو iiii بالأحرف
الواحد وينطبق على جه مقداره متّ  jjjjوكذلك  ،  x  وينطبق على الاتجاه الموجب للمحور

جه مقداره الواحد وينطبق على الاتجاه الموجب متّ  kkkkوأخيرا ،  y  الاتجاه الموجب للمحور
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 الواحدة لأشعةعلاقات الجداء الشعاعي  آنفايعرض الشكل المذكور كما  .z  للمحور
  . الضرورية لحل المسائل الفراغية بالطريقة الشعاعية

 
  )1-4( الشكل

  و Vx مقاديرها مركباتثلاث  )2- 4(كما هو مبين في الشكل  VVVVكان لمتجه ما   وإذا
Vyو Vz في اتجاه المحاور المتعامدة x وy  وz  المذكور فانه يمكن التعبير عن المتجه

  : تينالتاليبإحدى الصيغتين 
V = Vx + Vy+ Vz 
 V = Vxi + Vyj+ Vzk     

  
  )2-4( الشكل



  
 

79 
 

هو قطعة مستقيمة   Aلنقطة ما متّجه الموضع   :(Position Vector) متّجه الموضع
كما  rAبالرمز  لهويرمز .  Aإلى النقطة ، كمبدأ الإحداثيات ،  موجهة من نقطة مرجعية
منسوبة  A النقطة إحداثياتهي  zو  yو xكانت   إذا.  )3- 4(هو مبين في الشكل 

  :متعامدة فتكون حينئذ الصيغة الشعاعية لمتجه الموضع هي  إحداثيةلجملة محاور 
rA = x i + y j+ z k 

 عادة سبيحو ،  Aمبدأ الإحداثيات والنقطة  هو المسافة الواصلة بين  rAالمتجه  وطول
  :من العلاقة التالية 

r�  = �x� + y� + z� 
 بمتجه الانتقال B  إلى Aويتجه من  Bو  A يدعى المتجه الذي يصل بين نقطتين 

rAB  ويتحدد كما يلي:  
rAB = rB – r A 

:يكون متجه الانتقال المذكورتين وبدلالة إحداثيات النقطتين   
rAB = (x2-x1) i + (y2-y1) j + (z2-z1) k 

  :ويحسب مقداره بالعلاقة 

r��  = �(x� − x�)� + (y� − y�)� + (z� − z�)� 
 

  
  )3-4( الشكل
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) 4- 4(المبين في الشكل Fليكن متّجه القوة  :(Force Vector) القوةمتّجه 
هذا المتجه يصنع الزوايا  أنفرضنا  فإذا.  oxyzمتعامدة  إحداثيةنسوب لجملة محاور المو 

xɵ و yɵ و zɵ وان مساقطه هي ،  المحاور معFx و  Fyو Fz في اتجاه المحاور  xوy  و
z  موع الشعاعي التاليفانه يمكن التعبير عن المتجه المذكور با:  

F = Fxi + Fyj+ Fzk 
  :حيث                      

Fx = F cos ɵx  
Fy = F cos ɵy 
Fz = F cos ɵz 

Cos2 ɵx + cos2 ɵy + cos2 ɵz = 1 
 

   
  )4-4( الشكل

ولاسيّما المتعلقة بالقوى  ولا بد من الإشارة إلى الحالة التي تصادفنا في حل المسائل
 B(x2,y2,z2) و A(x1,y1,z1) نقطتينمن  F عندما يمر حامل قوة ماوهي  ،الفراغية

متجه  تعيين في هذه الحالة نستطيع . السابقكما هو مبين في الشكل إحداثياما معلومة  
بالنقطتين المذكورتين المار و  الحامل للقوة المحور إلىالمنسوب  u القوة بدلالة شعاع الواحدة

  :كما يلي  آنفا
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� = F � = F ��� r� !  
  : بشكل آخر  أو    

� = � "(x� − x�) # + (y� − y�) $ +  (z� − z�) %
�(x� − x�)� + (y� − y�)� + (z� − z�)� & 

  : وبناء على ما سبق نجد أن    
F = Fxi + Fyj+ Fzk  

  
  
  

     )1 -  4(مثال 

تساوي  ABإذا علمت أن قوة الشد في السلك .  m 80ارتفاعه  ًبرجا الشكل يبين 
2500 N  تحديد المركبات الديكارتية المتعامدة لقوة الشد المؤثرة في ) 1( : فان المطلوب

   .الزوايا التي تصنعها قوة الشد مع محاور الإحداثيات) A ) .2نقطة التثبيت 

  
 : الحل

  Bو A نقطتينالبما أن حامل قوة الشد يمر من  : المركبات الديكارتية المتعامدة لقوة الشد
لذا يمكن تعيين متجه هذه القوة  ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة 

 uAB كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة
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� = F ��� = F '� ������
AB*  

� = 2500 "(0 + 30) # +  (0 − 40) $ +  (80 − 0) %
�(30)2 + (−40)2 + (80)2 & 

� = 795 # −  1060 $ +  2120 %   
Fx = 795 N  ;   Fy = -1060 N  ;  Fz = 2120 N 

   : الزوايا التي تصنعها قوة الشد مع محاور الإحداثيات

Fx = F cos ɵx  ⇒ cos ɵx = 0.318  ⇒ ɵx = 71.5°  
Fy = F cos ɵy  ⇒ cos ɵy = - 0.424  ⇒ ɵy = 115.1°  

Fz = F cos ɵz  ⇒ cos ɵz = 0.848  ⇒ ɵz = 32.0° 

     )2-4(مثال 

اكتب الصيغ الشعاعية الديكارتية  . بلاتاصفيحة معلّقة بواسطة ثلاثة ك الشكل يبين 
 :هي ىقو هذه المقادير إذا علمت أن  لقوى الشد التي تنشأ في الكابلات الثلاثة

F1=350 N  و  F2=500 N و  F3=400 N  .   

  
 : الحل

 إلى B(50,-60,0)ة من النقط تتجه F1بما أن قوة الشد  : ABفي الكبل  قوة الشد
لذا يمكن  ،معلومة  ينالنقطتهاتين  إحداثيات أنوملاحظة ،  A(0,0,140)النقطة 

 uBAتعيين متجه هذه القوة كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة 



  
 

83 
 

�6 = F� ��� = F� ' �������
BA*  

�6 = 350 "(0 − 50) # +  (0 + 60) $ +  (140 − 0) %
�(−50)2 + (60)2 + (140)2 & 

�6 = −109 # +  131 $ +  306 %   
 

 إلى C(-30,-30,0)تتجه من النقطة  F2بما أن قوة الشد  : ACفي الكبل  قوة الشد
لذا يمكن ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة ،  A(0,0,140)النقطة 

 uCAتعيين متجه هذه القوة كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة 

�7 = F� �8� = F� '9�������
CA*  

�7 = 500 "(0 + 30) # +  (0 + 30) $ +  (140 − 0) %
�(30)2 + (30)2 + (140)2 & 

�7 = 103 # +  103 $ +  479 %   
 إلى D(20,60,0)تتجه من النقطة  F3بما أن قوة الشد  : ADفي الكبل  قوة الشد
لذا يمكن ، وملاحظة أن إحداثيات هاتين النقطتين معلومة ،  A(0,0,140)النقطة 

 uDAتعيين متجه هذه القوة كحاصل ضرب قيمتها العددية بشعاع الوحدة 

�; = F< �=� = F< '>��������
DA*  

�; = 400 "(0 − 20) # +  (0 − 60) $ +  (140 − 0) %
�(−20)2 + (−60)2 + (140)2 & 

�; = −52 # +  156 $ +  365 %   
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كما هو مبين في   ماقوة حول نقطة العزم  إن :(Moment Vector) العزممتّجه 
هو متجه الموضع الذي  الأولالجداء الشعاعي لمتجهين  يساوي متجههو  )5- 4(الشكل

لهذا فإن  .القوة والثاني هو القوة ذاا  حامليبدأ ذه النقطة وينتهي بأية نقطة على 
الذي يضم متجهي الموضع حامله عمودي على المستوي MOنتيجة الجداء هي متجه 

  .والقوة 

  
  )5-4( الشكل

كما هو  O لنقطة بالنسبة ل Fللقوة متجه العزم كن تعيين يموانطلاقا من هذا التعريف 
   :العلاقات التالية  باستخدام )1(مبين في الشكل

  :بفرض أن        
r  = x i + y j+ z k 

F = Fx i + Fy j+ Fz k  
 :فيكون عندئذ      

MO = r × F = @ # $ %x y zFx Fy  Fz@ 
MO = iA y zFy FzA − $ A x zFx FzA + % A x yFx FyA  

 
MO = (yFz - zFy) i - (xFz - zFx) j + (xFy - yFx) k 

  :بشكل آخر أو    
MO = Mx i + My j+ Mz k 
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  . zو  yوx  في اتجاه المحاور MO مركبات العزم Mz وMy  و Mxتمثل حيث 
     )3 -  4(مثال 

 Aالطرف    في kN 10تؤثر قوة شد مقدارها .  m 15عمودا ارتفاعه  الشكل يبين 
قوة الشد المطلوب تحديد العزم الذي تولده .  Bمن الكبل المثبت في الأرض في النقطة 

  .الإحداثيات مبدأ Oحول النقطة 

 
 : الحل

 : كما يلي   التي تؤثر في العمود يتعين متجه قوة الشد

� = F ��� = F '� ������
AB*  

� = 10 "(9 − 0) # +  (12 − 0) $ +  (0 − 15) %
�(9)2 + (12)2 + (−15)2 & 

� = 4.24 # +  5.66 $ −  7.07 %   
Fx = 4.24 kN  ;   Fy = 5.66 kN  ;  Fz = -7.07 kN  

 :كما يلي   oكما يتعين متجه العزم الذي تولده قوة الشد حول النقطة 
MO = Mx i + My j+ Mz k  

MO = -5.66(15) i + 4.24(15) j+ 0 k  
MO = -84.9 i + 63.6 j  
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Mx = -84.9 kN-m  ;   My = 63.6 kN-m 
  :كما يلي    oكما يمكن تعيين متجه العزم الذي تولده قوة الشد حول النقطة 

MO = rOA × F = @ # $ %0 0 154.24 5.66 −7.07@ 
 

MO = (0 – 84.9) i + (63.6 - 0) j + (0 - 0) k 
MO = – 84.9 i + 63.6 j  

 . وهي نفس النتيجة السابقة

     )4 -  4(مثال 

 ABمن الذراع  Cفي النقطة  W=160 Nتؤثر قوة .  Robotإنسانا آليا  الشكل يبين 
 ɵy=60° و ɵx=90°يصنع مع المحاور الإحداثية الزوايا التالية  OAبفرض أن الذراع . 

 و ɵx=90°يصنع مع المحاور الإحداثية الزوايا التالية AB الذراع  وان،  ɵz=30° و
ɵy=30° و ɵz=60° . قوة تحديد العزم الذي تولده ال المطلوبW  حول النقطةO 

  .الإحداثيات مبدأ

 
 : الحل

 :كما يلي   rOAيتعين متجه الموضع 
rOA = x i + y j+ z k 

    rOA  = 0.6 cos ɵx i + 0.6 cos ɵy j+ 0.6 cos ɵz k 
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     rOA  = 0.6 cos 90° i + 0.6 cos 60° j+ 0.6 cos 30° k 
     rOA  = 0.3 j+ 0.52 k 

 :بصورة مشاة كما يلي  rACويتحدد متجه الموضع 

rAC = x i + y j+ z k 
    rAC  = 0.3 cos ɵx i + 0.3 cos ɵy j+ 0.3 cos ɵz k 

     rAC  = 0.3 cos 90° i + 0.3 cos 30° j+ 0.3 cos 60° k 
     rAC  = 0.26 j+ 0.15 k 

  :نكتب  أنيمكن في الجمع وبناء على خواص المتجهات 
rOC = rOA + rAC 

rOC = (0.3 j+ 0.52 k)+( 0.26 j+ 0.15 k ) 
rOC = 0.56 j+ 0.67 k 

 :كما يلي   oحول النقطة  Wويتحدد متجه العزم الذي تولده القوة 
MO = rOC × W  

  :لذا نكتب  الأسفلوتتجه نحو oz توازي المحور الشاقولي  Wالقوة  أنوبما 
MO = (0.56 j+ 0.67 k) × (-160 k)  

MO = – 89.6 i  
  oxوفق الاتجاه السالب للمحور تجه شعاع العزم ي تبين هذه النتيجة أن

  

 4-2 محصلات القوى والتحويل الى ابسط شكل ممكن :
تحديد محصلة مجموعة من القوى الفراغية ) 6- 4(يمكننا كما هو واضح في الشكل   

استخدمت في حالة القوى الواقعة في مستو المؤثرة في جسم ما بطريقة مماثلة للطريقة التي 
بالنسبة لمركز تحويل   Mومزدوجة  Rاختزال جملة قوى فراغية إلى قوة  ويجري عادة . واحد
  : باستخدام العلاقات التالية،  مثلا o الديكارتية الإحداثياتكمركز جملة  ، كيفي

R   = Ʃ F = (Ʃ Fx)i +(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k 
M  = Ʃ M o = (Ʃ Mx)i +(Ʃ My)j + (Ʃ Mz)k 

  :حيث 
Ʃ Fx  و Ʃ Fy  و Ʃ Fz موع الجبري لمساقط القوى المفروضةعلى كل محور ا  .  
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Ʃ Mx  و Ʃ My  و Ʃ Mz موع الجبري لعزوم القوى المفروضةكل محور  حول ا . 

  
  )6-4( الشكل

 إحدىلاحظ ن فإننا ،شكل ممكن محصلة أو بسط أ إلىتحويل مجموعة قوى فراغية  وعند 
  :الحالتين التاليتين 

في هذه الحالة تتحول .   R.M = 0 الجداء العدديويكون فيها : الحالة الأولى  •
 أن أو ، فقط Mمزدوجة  إلى وإما، فقط  R قوة إلى إمامجموعة القوى المفروضة 

 . (R=0 , M=0) مجموعة القوى تقع في حالة توازن
في هذه الحالة تتحول .   R.M ≠ 0 الجداء العدديويكون فيها : الحالة الثانية  •

الجسم الذي يقع تحت تأثيرها  أي أن ، إلى لولب حركيمجموعة القوى المفروضة 
 . لولبيةتكون حركته 

 

  )5 -4(مثال 

تقع  C1المزدوجة .  يبين الشكل متوازي مستطيلات يخضع لتأثير أربع قوى ومزدوجتين  
تقع في مستو يوازي المستوي  C2بينما تقع المزدوجة  yozفي مستو يوازي المستوي 

xoy  . موعة إلى أبسط شكل ممكن باستخدام الطريقتينوالمطلوب هو تحويل هذه ا
  .المعطيات موضحة في الشكل  .العددية والشعاعية



 

  

  :بالعلاقتين 
R = (Ʃ Fx)i +(

M  = (Ʃ Mx)i +(

Ʃ Fx =  - 30 + 20 (sin 
Ʃ Fy = 50 kN  
Ʃ Fz =   40 - 20 (cos α) = 28 kN

Ʃ Mx = -50(3) - 12 (5) + 60 = 
Ʃ My = -40(4) - 30 (3) + 16 (3)  = 
Ʃ Mz = 50(4)-16(5) - 80 = 40 kN

R = -14i 
M  = -150i - 202

لا يساويان الصفر فانه من الضروري حساب الجداء العددي لهما كما 

R . M = ƩFx . ƩMx + 
R . M = -14 (-150) + 50
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  :  الحل

  : (Scalar Solution) الطريقة العددية
بالعلاقتين تتحدد محصلة مجموعة من القوى الفراغية 

+(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k 
+(Ʃ My)j + (Ʃ Mz)k 

  :لة نكتب أوبناء على معطيات المس
+ 20 (sin α) = -14 kN 

) = 28 kN 
12 (5) + 60 = -150 kN-m 

30 (3) + 16 (3)  = -202 kN-m 
80 = 40 kN-m 

 + 50j + 28k  
202j + 40k  N-m 

لا يساويان الصفر فانه من الضروري حساب الجداء العددي لهما كما  Mو  R أنبما  
  :يلي 

+ ƩFy . ƩMy + ƩFz . ƩMz   
+ 50 (-202)  + 28 (40) = - 6880 
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غير متعامدين وبالتالي فان  Mو  Rوبما أن هذا الجداء لا يساوي الصفر فان المتجهين 
 .مجموعة القوى المفروضة تتحول إلى لولب حركي 

 : (Vector Solution) الطريقة الشعاعية
 :بالعلاقة التالية  Rتتحدد القوة 

R = Ʃ F   = F1+ F2 + F3 + F4 
  :حيث 

F1   = 40 k  
     F2   = 50 j  

 F3   = -30 i    

�E = 20 F4 #− 3 %
G H = 16 # −  12 %   

:بالتعويض نجد   
R = -14i + 50j + 28k  

 :بالعلاقة التالية  Mيتعين العزم 
M  = Ʃ M o   = M 1+ M 2 + M 3 + M 4 + MC1 + MC2 

:حيث   

M 1 = r1 × F1 = 4i × 40k = -160j 

M 2 = r2 × F2 = (4i+3k) × 50j = -150i +200k  

M 3 = r3 × F3 = 3k × (-30i) = -90j 

M 4 = r4 × F4 = (5j+3k) × (16i-12k) = - 60i + 48j - 80k 

MC1 = 60i  

MC2 = - 80k  
:بالتعويض نجد   

M  = -150i - 202j + 40k  N-m 
لا يساويان الصفر فانه من الضروري حساب الجداء العددي لهما بنفس  Mو  R أنبما 

  . الطريقة التي وردت في الحل السابق 
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  :معادلات التوازن  3- 4 

 لا تختلف عنمجموعة من القوى الفراغية  لتأثيرضع توازن جسم صلب يخ دراسة إن
 أنالفرق الوحيد هو . المستوية  مجموعة من القوى لتأثيرتوازن جسم صلب يخضع  دراسة

 .عدد ااهيل وعدد المعادلات يكون اكبر عند دراسة أنظمة القوى ذات الأبعاد الثلاثة 
إلى جملة مكافئة  الفراغية وبما أننا نستطيع على وجه العموم تحويل أية مجموعة من القوى

Ʃ M عزمها يساوي  Mومزدوجة  Ʃ Fتساوي  Rبسط تتألف من قوة أ o  عندئذ نحصل
  :التالية الهندسية  ةصيغالالتوازن ب لتيعلى معاد

Ʃ F   = 0 
Ʃ M o   = 0 

 :التالية  المعادلات الجبرية وفي حل المسائل يمكن استخدام
Ʃ Fx   = 0            Ʃ Mx   = 0 
Ʃ Fy   = 0            Ʃ My   = 0 
Ʃ Fz   = 0            Ʃ Mz   = 0 

 
  :حيث 
Ʃ Fx   موع الجبري لمساقطالإحداثيات  على محور القوى المفروضةاx   .  
Ʃ Fy  موع الجبري لمساقط القوى المفروضةالإحداثيات  على محور اy   .  
Ʃ Fz  موع الجبري لمساقط القوى المفروضةالإحداثيات  على محور اz   .  

Ʃ Mx   موع الجبريالإحداثيات  محور حول القوى المفروضةلعزوم اx   .  
Ʃ My  موع الجبري لعزوم القوى المفروضةالإحداثيات  محور حول اy   .  
Ʃ Mz  موع الجبري لعزوم القوى المفروضةالإحداثيات  محور حول اz   .  

كيفية استخدام شروط التوازن المذكورة في حل المسائل المتعلقة التالية   المحلولة الأمثلة توضح
والتي تشمل الجسيمات المادية والأجسام الصلبة بأنظمة القوى ذات الأبعاد الثلاثة 

 .بأشكالها المختلفة 
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  )6 -4(مثال 

المطلوب .  كما هو مبين في الشكل  أسلاكوثلاثة  OAبواسطة الذراع  Wالحمل ق علّ يُ 
 . ACو  AB والسلكينالمذكور  تعيين القوى الداخلية المتولدة في الذراع

  

    

 : الحل

لهذا نرسم مخطط الجسم الحر  . Aندرس توازن نقطة التعليق :  مخطط الجسم الحر 
لتلك النقطة كما هو مبين في الشكل ثم نكتب الصيغ الديكارتية الشعاعية لكافة القوى 

  :المؤثرة كما يلي 

  I = −600 %  
  �6 = −F� $  

�7 = F� J0.9 #− 2 $ + 1.2 %
�0.92+22+1.22 K = F�(0.36 # −  0.8 $ −  0.48 %)   

�; = F< J−0.9 #− 2 $ + 1.2 %
�0.92+22+1.22 K = F<(−0.36 # −  0.8 $ +  0.48 %)   

    :هو  A إن شرط توازن نقطة التعليق : معادلات التوازن 

Ʃ F   = F1+F2 +F3 + W = 0 
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   :الشرط السابق على النحو التالي  يمكن كتابةو 
Ʃ F = (Ʃ Fx)i +(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k = 0 

  :بالتعويض نجد 
(0.36F2 - 0.36F3)i + (-F1- 0.8F2 - 0.8F3)j + (0.48F2 + 0.48F3 - 
600)k  = 0  

  :نكتب  أن وبناء على ذلك يمكن
Ʃ Fx = 0    ⇒   0.36F2 - 0.36F3 = 0  
Ʃ Fy = 0    ⇒   -F1- 0.8F2 - 0.8F3 = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   0.48F2 + 0.48F3 - 600 = 0 

  : وبحل هذه المعادلات نجد
F1 = -1000 N  ;   F2 = F3 = 625 N    

السالبة تشير إلى أن الاتجاه الفعلي لهذه القوة هو بعكس الاتجاه المفروض  F1إشارة القوة 
 .في مخطط الجسم الحر

  )7 -4(مثال 

ويرتكز على مسندين اسطوانيين ، مُثبّت بنهايتيه بكرة وذراع  BEيبين الشكل عمودا 
CوD . تؤثر على الذراعAB  720قوة شاقولية مقدارها N  ، وتؤثر في الوقت ذاته

في وضع التوازن الموافق للوضع الأفقي .  Tفي السلك الملفوف على البكرة قوة شد 
  . Dو Cوردي فعل المسندين  Tاحسب قوة الشد   ABللذراع 
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 : الحل

ندرس توازن الجملة المؤلفة من العمود والبكرة والذراع وذلك :  مخطط الجسم الحر 
لهذا نرسم مخطط الجسم الحر لتلك الجملة كما هو مبين في . باعتبارها جسما واحدا 

  .الشكل 

    :إن شروط التوازن هي  : معادلات التوازن 
Ʃ F = (Ʃ Fx)i +(Ʃ Fy)j + (Ʃ Fz)k = 0 

M o = (Ʃ Mx)i +(Ʃ My)j + (Ʃ Mz)k = 0 
  :نكتب  أن وبناء على ذلك يمكن

Ʃ Fy = 0    ⇒   YC + YD + T = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   ZC + ZD - 720 = 0 
Ʃ Mx = 0    ⇒   -T(12) + 720(20) = 0  
Ʃ My = 0    ⇒   - ZC(16) - ZD(4) + 720(24) = 0  
Ʃ Mz = 0    ⇒   YC(16) +YD(4) = 0  

 : وبحل هذه المعادلات نجد
ZD YD  ZC  YC  T  

- 480 N - 1600 N  1200 N  400 N  1200 N 

تشير إلى أن الاتجاه الفعلي لهما هو   ZDو  YDالإشارة السالبة لكل من القوتين 
 .بعكس الاتجاه المفروض في مخطط الجسم الحر

 

  )8 -4(مثال 

يثبت هذا العمود . N 455يخضع لتأثير قوة خارجية مقدارها  ABCيبين الشكل عمودا 
ويحافظ على توازنه بمساعدة الكبلين  (Ball-and-Socket)بمفصل كروي  Aفي النقطة 

BD  وBE  . ورد فعل المفصل الكروي ، اوجد قوتي الشد المتولدتين في الكبلينA  . 
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 : الحل

لهذا نرسم مخطط الجسم الحر . ABCالعمود ندرس توازن :  مخطط الجسم الحر 
  :ثم نكتب الصيغ الديكارتية الشعاعية لكافة القوى المؤثرة كما يلي ، بين في الشكل الم

L = 455 F2 #− 3 $− 6 %
M H = 130 # −  195 $ −  390 %   

N6 = T� F3 # + 1.5 $ − 3 %
E.G H = T�( 0.67 # +  0.33 $ −  0.67 %)   

N7 = T� F−3 # + 1.5 $ − 3 %
E.G H = T�( −0.67 # +  0.33 $ −  0.67 %)   

                 RRRRA = XAiiii + YAjjjj + ZAkkkk 

 : معادلات التوازن 

Ʃ F   = P + T1 + T2 + RA = 0 

  :بالتعويض نجد 
(130 + 0.67T1 - 0.67T2+XA) i + (-195 + 0.33T1 + 0.33T2 + YA) j 
+ (-390 – 0.67T1 - 0.67T2 + ZA) k  = 0  

  :نكتب  أن وبناء على ذلك يمكن
Ʃ Fx = 0    ⇒   130 + 0.67T1 - 0.67T2+XA = 0  
Ʃ Fy = 0    ⇒   -195 + 0.33T1 + 0.33T2 + YA = 0 
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Ʃ Fz = 0    ⇒   -390 – 0.67T1 - 0.67T2 + ZA = 0 

Ʃ MA  = Ʃ(r × F) = 0 

(6% ) × (130 # −  195 $ −  390 %)  + (3%) × ( 0.67T1 # +  0.33T1 $ − 0.67T1 %) + (3%) × ( −0.67T2 # +  0.33T2 $ −  0.67T2 %) = 0 
 :نكتب  أن وبناء على ذلك يمكن

Ʃ Mx = 0    ⇒   -T1 - T2 +1170 = 0  
Ʃ My = 0    ⇒   - 2T1 – 2T2 + 780 = 0  

 : وبحل المعادلات نجد
ZA YA  XA  T2  T1  

1174 N -191 N  131 N  780 N  390 N 

  :يتعين بالعلاقة A رد فعل المفصل الكروي  أن أي

RA = 131i - 191j  + 1174k  

 

  )9 -4(مثال 

مثبتة بواسطة ستة قضبان كما هو  W=10 kNمتجانسة وأفقية وزا ABCDصفيحة  
والمطلوب هو تعيين القوى الداخلية المتولدة في القضبان إذا علمت . موضح في الشكل 
 .والأبعاد موضحة في الشكل  kN 8تساوي   Fأن القوة الأفقية 

  
 : الحل
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لهذا نفرض أن جميع القضبان  ABCDندرس توازن الصفيحة :  مخطط الجسم الحر 
  .في حالة شد ثم نرسم مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل 

  : معادلات التوازن 
Ʃ Fx = 0    ⇒   S2 sinα + S6 sinα = 0 
Ʃ Fy = 0    ⇒   -S4 sinα + 8 = 0 
Ʃ Fz = 0    ⇒   -S1 – S2 cosα– S3– S4 cosα– S5 – S6 cosα– 10 = 0 
Ʃ Mx = 0    ⇒   - S2 cosα (4) - S3 (4) – S4 cosα (4) - 10 (2)  = 0  
Ʃ My = 0    ⇒    S1 (4) + 10(2) = 0  
Ʃ Mz = 0    ⇒   - S2 sinα (4) + 8(4) = 0  

 : وبحل هذه المعادلات نجد
S6 S5 S4  S3  S2  S1  

-10 kN 6 kN 10 kN  -17 kN  10 kN  - 5 kN 
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  للمراجعة مسائل
REVIEW PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :

ملفاف يرتكز على مسندين  يقوم
بانتظام Wاسطوانيين برفع الحمل 

بمساعدة سير مطاطي كما هو 
اوجد ) . 1- 1(موضح في الشكل
ومركبات ردي  Tقوة الشد الأفقية 
 . Bو  Aفعل المسندين 

  :   الأجوبة 
T = 1400 N , XA = -1257 N , ZA = 343 N , XB = -943 N , ZB =857 N 

 

 مسألة رقم (2) :

يبين الشكل ااور عمودا مثبت 
عليه بكرة ملفوف عليها حبل في 

. 400 Nايته الحرة حمل مقداره 
ويرتكز هذا العمود على مسندين 

ارسم مخطط . B و Aاسطوانيين 
الجسم الحر للجملة المؤلفة من 

العمود والبكرة ثم اوجد في وضع 
   .BوA ومركبات ردي فعل المسندين  Fالقوة الشاقولية التوازن المبين في الشكل 

  :   الأجوبة 
F = 500 N ,   XA = XB =  100 N ,  ZA =- 492 N ,  ZB = -354 N 
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 مسألة رقم (3) :

مستطيل الشكل ومتجانس وزنه   لوح
200 N  ،حبال كما  ومعلق بثلاثة

علّق باللوح ثقل . هو مبين في الشكل
لمطلوب تعيين ا.   P=100 Nوزنه 

قوى الشد في الحبال الثلاثة حيث 
الأبعاد موضحة في الشكل بوحدة 

  .السنتمتر
  :    الجواب

T1 = 75 N  ,  T2 = 75 N  ,  T3 = 150 N  
  

 مسألة رقم (4) :

برجا لنقل ) 1- 1(يبين الشكل 
يثبت هذا العمود .الكهربائيةالطاقة 

-Ball)بمفصل كروي  Oفي النقطة 

and-Socket)  ويحافظ على توازنه
إذا علمت . بمساعدة ثلاثة أسلاك 

 ABفي السلك  Tأن قوة الشد 
: فان المطلوب   N 1000تساوي 

تحديد المركبات الديكارتية المتعامدة 
 . Bلقوة الشد المؤثرة في نقطة التثبيت

  
  :    الجواب

FX = -147 N   ,   FY = - 442 N  ,  FZ = 885 N   
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 مسألة رقم (5) :

مثبتة بواسطة ستة قضبان كما هو  W=20 kNمتجانسة وأفقية وزا ABCDصفيحة  
والمطلوب هو تعيين القوى الداخلية المتولدة في القضبان إذا علمت . موضح في الشكل 
   .موضحة في الشكل والأبعاد  kN 12تساوي   Fأن القوة الأفقية 

  :    الجواب
S1= 8 kN (T) , S2= 15 kN (C), S3= 9 kN (C), S4= 15 kN (T), 

 S5= 10 kN (C) , S6= 15 kN (C) 

 

  
 مسألة رقم (6) :

مثبتة بواسطة ستة قضبان كما هو  W=30 kNمتجانسة وأفقية وزا ABCDصفيحة  
والمطلوب هو تعيين القوى الداخلية المتولدة في القضبان إذا علمت . موضح في الشكل 
   .والأبعاد موضحة في الشكل  kN 16تساوي   Fأن القوة الأفقية 

  :    الجواب
S1= 0 , S2= 15 kN (C), S3= 0 ,  S4= 20 kN (T), 

 S5= 27 kN (C) , S6= 0 
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- 1(طلوب تحويل مجموعة القوى المؤثرة في رؤوس متوازي المستطيلات المبينّ في الشكل 

إلى أبسط ) 1- 1(طلوب تحويل مجموعة القوى المؤثرة في رؤوس الجسم المبينّ في الشكل 

[R
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 مسألة رقم (7) :

طلوب تحويل مجموعة القوى المؤثرة في رؤوس متوازي المستطيلات المبينّ في الشكل الم
.إلى أبسط محصلة ممكنة ) 1  

:الجواب   
[R = 0 ; MO =150i+103.9j -200k ] 

 

 
 مسألة رقم (8) :

طلوب تحويل مجموعة القوى المؤثرة في رؤوس الجسم المبينّ في الشكل الم
  .محصلة ممكنة 

:الجواب   
R = 80i-80j+20k   ;   M O = - 60i -160j ] 
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 مسألة رقم (9) :

المثبت  CDوتحتفظ بوضع أفقي بمساعدة الكبل  ،W=433 N فيحة متجانسة وزا ص
وكذلك ،  CDعينّ قوة الشد في الكبل .  كما هو موضح في الشكل في الجدار الراسي

  .  BوA ردي فعل المفصلتين 
  :الجواب 

T = 250 N ,   XA = 25 N ,   ZA = 173.2 N ,  XB = 100 N ,  ZB = 43.3 N 

  
  
  

  ) :10(مسألة رقم 

.  تثبتا تاما في المسند الجداري الصلب ) 1- 1(تثُبّت مجموعة الأنابيب الموضحة في الشكل
إذا علمت أن اموعة تخضع لتأثير قوتين ومزدوجة  Aاوجد مركبات رد فعل المسند 

 . N-m 75عزمها يساوي 
  :الجواب 

   XA = YA = 0 ,  ZA = 260 N ,   
   (MA)X = 312 N-m  ,   (MA)Y = 20 N-m  ,  (MA)Z = 0 .   
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  ) :11(مسألة رقم 

عمود معقوف موصول بمفصل كروي 
(Ball-and-Socket)  في النقطةA 

ويحافظ على وضعه الأفقي بمساعدة ،
كما هو مبين في   BHو DIالسلكين 
اوجد قوتي الشد ). 1-1( الشكل

  BHو DIالمتولدتين في السلكين 
 . F1=F2=100 Nإذا علمت أن   Aوكذلك مركبات رد فعل المسند 

  :الجواب 
TBH = 400 N ,   TDI = 250 N ,   XA = -200 N ,  YA = 496 N ,  ZA = 0 

  

   ) :12(مسألة رقم 

ذراعا )1- 1(يبين الشكل 
يؤثر عليه حمل  OAأفقيا 
 kN 4.3مقداره  Pرأسي 

من مبدأ  xيقع على بعد 
أوجد قوتي  . oالإحداثيات 

الشد المتولدتين في السلكين 
AB وCD   وذلك في

  : الحالتين التاليتين
a(  عندما تكونX = 3 m 

b(  عندما تكونX = 4.5 m 
  :الجواب 

a) TAB = 5 kN , TCD = 3.63 kN 

b( TAB = 7.5 kN , TCD = 5.44 kN 
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الخامسالفصل   

 الاحتكاك
FRICTION 

 5-1 الاحتكاك ألانزلاقي :

وهذا يعني ، ملساء  اعتمدت الدراسة السابقة على فرضية مفادها أن سطوح التماس
لان سطوح الأجسام مهما بلغت  هذا الافتراض مثالي، في الواقع . الاحتكاك  عديمةأا 

 ول تحريك جسم ما على جسم آخراعندما نح .إلى حد ما تكون خشنةدقة التصنيع 
في منطقة  تنشأسوف  تقاوم الحركة احتكاكفان قوة ) 1- 5(كما هو موضح في الشكل

ثلاث قوى  لتأثيروفي هذه الحالة سوف يخضع الجسم المفروض  ، التماس بين الجسمين
 إلى تحليلهالذي يمكن  Rورد فعل سطح الاستناد  Wوقوة الوزن  Pوهي القوة الخارجية 

المعاكسة لجهة الحركة  Fوقوة الاحتكاك المماسية  Nركبتين وهما رد الفعل الناظمي م
  . المحتملة

 
  )1-5(الشكل

بحيث  P محركةلقوة  آخر سمجخضع جسم ما يرتكز على  إذاتبين التجارب انه 
فان العلاقة بين قوة الاحتكاك والقوة المحركة ستكون كما هو مبين في يمكن زيادا تدريجيا 
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ثل حالة السكون بينما يمثل يماال الأول : يتضمن المخطط مجالين  .)2- 5(الشكل
ازدادت  Pنلاحظ من المخطط انه في البدء كلما زادت القوة . اال الثاني حالة الحركة

اللحظة التي يصبح فيها  وهي ، Fmaxقيمتها العظمى  إلىتصل  أن إلى Fقوة الاحتكاك 
بدأ الجسم بالحركة فان ي وحالما، بعدها . الجسم المفروض على وشك الانزلاق وبدء الحركة

  .في مجال السرعات المنخفضة ثابتة تحافظ على قيمتها ثم  فجأةتنخفض قوة الاحتكاك 

  
  )2-5(الشكل

كما .Fk تسمى قوة الاحتكاك بعد بدء الحركة بقوة الاحتكاك الحركي ويرمز لها  
. الحر في حالتي السكون والحركة  المفروض الشكل المذكور سابقا مخطط الجسم يوضح

عندما تكون الحركة على وشك الحدوث وتتعين قوة الاحتكاك القصوى التي تنشأ 
   :بالعلاقة

���� = ��� 
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عامل لهذا الميبين القيم التقريبية  التالي والجدول، معامل الاحتكاك السكوني  fs حيث يمثل
  .لبعض المواد

 Static Coefficient of Friction  معامل الاحتكاك السكوني

  0.4 ( Steel on cast iron ) فولاذ على حديد

  0.36 ( Copper on steel ) نحاس على فولاذ

  0.57 – 0.42  ( Steel on steel ) فولاذ على فولاذ

  :الحركة بالعلاقة  في حالةالتي تنشأ  Fkقوة الاحتكاك  كما تتحدد

�� = ��� 

 .من معامل الاحتكاك السكوني أدنى بقليلوهو معامل الاحتكاك الحركي  fsحيث يمثل 
  .  fk = 0.75 fs  نفرض ةوفي الحسابات التقريبي

 قوانين الاحتكاك :

احتكاك في مستوي التماس قوة  تنشأعند تحريك جسم ما على سطح جسم آخر  .1
 .جهة الحركة المحتملة  تكون جهتها بعكسو ، هما بين

 هذه القوة إلى وتصل.  Fmax تزداد قيمة قوة الاحتكاك من الصفر إلى قيمة أعظمية  .2
أي عندما  ،عندما يوشك الجسمان أن ينزلقا غلى بعضهما قيمتها الحدية العظمى

 .تكون الحركة على وشك الحدوث
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الذي يؤثر  N مباشرة مع رد الفعل الناظمي الحدية العظمى تتناسب قوة الاحتكاك .3
 السكوني معامل الاحتكاك أوويدعى ثابت التناسب بعامل  .آخربه سطح على 

  Fmax = fs N   :أن أي.  fsونرمز له 
 .خشونتهادرجة و تعتمد على مادة السطوح المتلامسة قوة الاحتكاك  إن .4
مساحة منطقة  بأبعادتنشأ بين جسمين لا تتعلق  أنالتي يمكن إن قوة الاحتكاك  .5

 .التماس
مستقلة عن سرعة الانزلاق وذلك إن قوة الاحتكاك التي يمكن أن تنشأ بين جسمين  .6

 .في مجال السرعات المنخفضة نسبيا
بنسبة مقدارها  fsاقل من معامل الاحتكاك السكوني  fkمعامل الاحتكاك الحركي  إن .7

الحركة تكون حدوث التي تتولد في أثناء  Fkالاحتكاك  قوة إنولهذا ف .تقريبا 0.25
حيث  .التي تتولد في حالة السكون Fmaxاصغر بقليل من قوة الاحتكاك الحدية 

 .Fk = fk N  : تتعين قوة الاحتكاك الحركي بالعلاقة
المائل القابل للتعيير من المفصلي تعتبر طريقة المستوي  : تعيين معامل الاحتكاك تجريبيا

يُصنع سطح المستوي  حيث) . 3-5(وهي موضحة في الشكل أكثر الطرق شيوعا 
  .والجسم المنزلق من المواد المطلوب تعيين معامل الاحتكاك لها

  
  )3-5(الشكل  
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 θ زيادة الزاويةبرفع هذا المستوي و يوضع الجسم المفروض على المستوي المائل ثم نقوم 
توازنه  يفقد الجسم أنقبل المستوي  إليهايرفع  أنيمكن  maxθاكبر زاوية  وبقياس .تدريجيا

 :وفق العلاقة التالية  fsتعيين معامل الاحتكاك  نستطيعوينزلق على المستوي 
�� = tan ���� 

  )1-5(مثال 

خشن ويخضع لتأثير القوة  أفقييرتكز على سطح .  kg 50الشكل صندوقا كتلته  يبين
P . ّالمماسية قوة الاحتكاك  عينF في ) حركة أمسكون (حالة الصندوق  إلى بالإضافة

      b) P = 410 N        a) P = 200 N:الحالتين التاليتين

 
 :الحل 

 :القوى التالية تأثيروالذي يقع تحت  للصندوق المفروض مخطط الجسم الحرالشكل   يبين
  .  F وقوة الاحتكاك Pالخارجية  والقوة N ورد الفعل الناظمي W الوزن

 P = 200 N : الأولىالحالة 

 :معادلات التوازن 
Ʃ F� = 0 ⇒   200 cos 30° − � = 0   ⇒   � = 173 �     
Ʃ F� = 0 ⇒   � − 490 − 200 sin 30° = 0   ⇒   � = 590 �    

 : بين سطحي التماسالقصوى التي يمكن أن تنشأ وتكون قوة الاحتكاك 

���� = ��� =   0.5$590% = 295 �         
  .وهذا يشير إلى أن الصندوق في حالة سكون  F < Fmax : أننلاحظ 
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 P = 410 N : الثانيةالحالة 

 :معادلات التوازن 
Ʃ F� = 0 ⇒   410 cos 30° − � = 0   ⇒   � = 355 �     
Ʃ F� = 0 ⇒   � − 490 − 410 sin 30° = 0   ⇒   � = 695 �     

 : القصوى التي يمكن أن تنشأ بين سطحي التماسوتكون قوة الاحتكاك 

���� = ��� =   0.5$695% = 348 �         
 عندئذ وتتحدد حركةوهذا يشير إلى أن الصندوق في حالة   F > Fmax: نلاحظ أن 

  :بالعلاقة قوة الاحتكاك الفعلية

�� = ��� =   0.4$695% = 278 �         
  )2-5(مثال 

 ربطيُ  كما.  N 200ذي الوزن  Bالجسم  على N 100ذو الوزن  Aالجسم كز يرت
كما هو موضح في  °30بجدار شاقولي بواسطة حبل يميل بزاوية مقدارها   Aالجسم 
المطبقة على الجسم السفلي لجعله على وشك  Pاوجد القوة الأفقية  .المرافقالشكل 

علما أن معامل الاحتكاك الساكن لجميع السطوح المتلامسة هو . الانزلاق إلى اليمين
fs=0.35  . 

 
  : الحل

 .B و A الجسمين  الشكل مخطط الجسم الحر لكل من يبين
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 : A الأول للجسم التوازن تامعادل
Ʃ F� = 0 ⇒   0.35�( − ) cos 30° = 0      
Ʃ F� = 0 ⇒   �( − 100 + ) sin 30° = 0     

 : B الثانيللجسم  التوازن تامعادل
Ʃ F� = 0 ⇒  + −  0.35�( − 0.35�, = 0      
Ʃ F� = 0 ⇒   �, − 200 − �( = 0   

  : أنمن المعادلات السابقة ينتج 

P = 128 N     
  )3-5(مثال 

مستو مائل وقد ربط به حبل يمر على بكرة ويحمل  إلى W1=100 N ه وزن حمل يستند
الضرورية لمنع  W2 قيمةفي وضع التوازن اوجد .  W2وزنه  آخرحملا في ايته الطليقة 

 الأول كان معامل الاحتكاك بين الحمل  إذا،  على المستوي المائل الهبوطمن الأول الحمل 
  .0.2والمستوي المائل يساوي 

 

 
 :الحل 

 .W2 و W1 الحملينلكل من   الشكل مخطط الجسم الحر يبين
 : الأول للحمل التوازن تامعادل

Ʃ F� = 0 ⇒   � − 100 cos 30° = 0   ⇒   � = 86.6 �    
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Ʃ F� = 0 ⇒   ) + �/� − 100 sin 30° = 0  ⇒   ) = 32.68  �   
 : للحمل الثانيالتوازن  ةمعادل

Ʃ F� = 0 ⇒   ) − 0, = 0     
 0, =   32.68  � 

 
  )4-5(مثال 

ويرتكز بطرفه ،  شاقولي يستند إلى حائط.  N 200ووزنه  m 4طوله   Ladderسلّم 
معامل احتكاك السلم بالحائط  .كما هو واضح في الشكل  الآخر على أرض أفقية خشنة

وزن الشخص الذي يقف على  يبلغو  . 0.3يساوي  الأرضوبسطح ،  0.2يساوي 
الضرورية   Pقوةالعينّ  °60ق لزاوية الميل في الوضع المبين للسلّم والمواف. N 600السلّم 

 . لمنع السلم من الانزلاق
   P = 62 N:    الجواب

 
  

  : الحل
 :هي  التوازن لاتمعاد .للسلم في وضع التوازن   الشكل مخطط الجسم الحر يبين

Ʃ F� = 0  − + − 0.3 �( + �, = 0       
Ʃ F� = 0 
 �( + 0.2 �, − 600 − 200 = 0     
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Ʃ M2 = 0  
 −�,$4 sin 60°% − 0.2�,$4 cos 60°% + 200$2 cos 60°%

+ 600$3 cos 60°% = 0     
 .  P = 62 N : أنمن المعادلات الثلاث السابقة نجد 

  

  )5-5(مثال 

مستو كما هو مبين في  أفقيسطح  إلى m 2.5وارتفاعه 1m عرضه يستند جسم 
 hارتفاع حاملها  وكذلكالتي تستطيع تحريك الجسم  P الأفقيةلقوة ا مقدارعينّ . الشكل

  .عن سطح الاستناد بحيث لا ينقلب الجسم

  
  : الحل
رد  أن في هذه الحالة الخاصة نلاحظ  .للجسم المفروض   الشكل مخطط الجسم الحر يبين

. وذلك لمنع الجسم من الانقلاب  A الأماميةقد تحرك نحو الحافة  Nالفعل الناظمي 
 :هي  التوازن لاتمعاد

Ʃ F� = 0   � − 2 = 0   ⇒   � = 2 3�    
Ʃ F� = 0 
 + − 0.3 � = 0   ⇒   + = 0.6 3�  
Ʃ M2 = 0  
 2 × 0.5 − + × ℎ = 0    ⇒   ℎ = 1.67 6 
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 5-2 احتكاك الحبال والسيور :

وذلك بلف  W2يوازن حملا كبيرا وزنه  أن W1يمكن لحمل صغير وزنه ، الواقع العملي  في
لدراسة هذه  .)4- 5(الحبل عدة مرات حول عمود ثابت مثلا كما هو مبين في الشكل

بحيث  الموضوع طنبسّ  W2 و W1 العلاقة الرياضية التي تربط بين القوتين واستنتاجلة أالمس
  Pوزنه  ويؤثر في ايته اليسرى حمل ،نتصور حبلا يلتف حول محيط اسطوانة خشنة ثابتة

،  كي لا يسقط الأخرىتؤثر في اية الحبل  أن يجب Tقوة شد اقل عن  وسوف نبحث
بين الحبل  fالاسطوانة معلومة وان معامل الاحتكاك و الحبل بين  β تماسالعلما بان زاوية 

   .  أيضاوالاسطوانة معلوم 

  
  )4-5(الشكل  

) تفاضلي(اتزان جزء صغير جدا  ندرس  P و Tلاستنتاج العلاقة التي تربط بين القوتين 
في اللحظة التي يكون فيها الحبل على وشك الانزلاق ) 5-5انظر الشكل ( من الحبل

الحالة تؤثر في الجزء المدروس كما هو  في هذه . Pعلى سطح الاسطوانة في اتجاه الحمل 
 F وقوة الاحتكاك،  Nرد الفعل الناظمي: وهي  قوى أربعواضح من مخطط الجسم الحر 

 الأيسرزيادة قوة الشد المؤثرة في الجانب  إلىالتي تعاكس جهة انزلاق السير والتي تؤدي 
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التي  (T+ dT) قوة الشدوأخيرا ،  الأيمنالتي تؤثر في الجانب  Tوقوة الشد ،  dT بمقدار
  .الأيسر تؤثر في الجانب

  
  )5-5(الشكل  

  :بالنسبة لجملة المحاور المبينة في الشكل نكتب معادلات التوازن 

Ʃ F� = 0 ⇒    � + ) 789 :;�
2 < − $) + ;)% 789 :;�

2 < = 0 
Ʃ F�  =  0   ⇒    � − ) 9=> :;�

2 < − $) + ;)% 9=> :;�
2 < = 0 

 
  : نكتب أنيمكن لذا صغيرة جدا  dθالزاوية  أنوبما 

 789 :;�
2 < = 1     ;     9=> :;�

2 < = ;�
2     ;     ;) 9=> :;�

2 < = 0 

 :وبالتعويض نجد 
�� = ;)        ;     � = );�  

 
  :ومنه ينتج 
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;) = �);�    ⇒       ;)
)  = �;�  

وهي تؤثر بعكس جهة  تمثل الشد الأصغر T1 القوة مع مراعاة أن التكامل وبإجراء
  :وهي تؤثر بنفس جهة الانزلاق تمثل الشد الأكبر T2 بينما القوة الانزلاق الوشيك للحبل

   @ ;)
)

AB

AC
   = @ �;�

D

E
      

 :ومنه نجد 

ln ),
)(

= �G 

  :ومن هذا ينتج أن 

   ),
)(

= HID   ⇒    ), = )( HID  
 :قوة الشد المطلوبة بالعلاقة  وبناء على ذلك تتعين

   ) = + HJID     
بوحدة  β وتقدر زاوية التماس.  وهو يمثل أساس اللوغاريتم الطبيعي  e = 2.718حيث 
مقدار القوة المطلوبة يتعلق بمعامل الاحتكاك  أن الأخيرةوكما نرى من العلاقة . الراديان

وعند انعدام الاحتكاك نحصل  . وزاوية التماس فقط ولا علاقة لها بنصف قطر الاسطوانة
 Tزاوية التماس أن نقلل مقدار  ويمكن بزيادة.  T=P  كما هو متوقع على المساواة

  .ولهذه الحقيقة أهمية كبيرة في الحياة العملية.  Pاللازم لتوازن الحمل 

  )6-5(مثال 

ويحُافظ على ، بكبل ملفوف ربع لفة حول بكرة ثابتة  m =20 kgحمل كتلته  يرُبط
أن بفرض . ما هو موضح في الشكل ك لكبلذا افي النهاية الحرة له Tقوة البتطبيق  هتوازن

  :ما يلي اوجد  .  0.3حتكاك يساوي الامعامل 
 .الضرورية لمنع الحمل من السقوط Tقيمة القوة  .1
 .اللازمة للبدء برفع الحمل  Tقيمة القوة  .2
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  : الحل

تتعين هذه القوة عندما يكون الحبل على وشك  : القوة الضرورية لمنع الحمل من السقوط
 :وبالعودة إلى العلاقة التالية . الانزلاق باتجاه الحمل 

),
)(

= HID 

  : أننلاحظ 
T1 = T  ,  T2 = mg = 20×9.8=196 N   

 : أنوبالتعويض نجد 
) = 196 HJE.K$E.LM% = 122 � 

تتعين هذه القوة عندما يكون الحبل على وشك الانزلاق : اللازمة للبدء برفع الحملالقوة 
  : السابقة مع مراعاة الآتيالعلاقة نفس وبالعودة إلى .  الأعلىباتجاه 

T1 = 196 N  ,  T2 = T    
 : ينتجوبالتعويض 

) = 196 HE.K$E.LM% = 314 � 

 5-3 الاحتكاك التدحرجي :

إذ أا تساعد في نقل الحمولات ، تعدّ العجلة من الاكتشافات الهامة في حياة البشر 
وتدعى المقاومة التي تنشأ نتيجة لتدحرج جسم ما على سطح  .الكبيرة بأقل جهد ممكن

  .التدحرج باحتكاك آخرجسم 
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موضوعة على سطح ،  Wووزا   rعجلة جسمها صلب ونصف قطرها أنفرض ن 
تلامس العجلة مع سطح الاستناد  إن .)6- 5(كما هو مبين في الشكلغير قاس   أفقي

وهذا ما ، نتيجة لتشوه سطح الاستناد  على امتداد منخفض صغير الأمريحدث في واقع 
  .أكدته التجارب 

  
  )6-5(الشكل  

 شدةفان من اجل جر العجلة خارج المنخفض  P أفقيةفي مركز العجلة بقوة  الآن أثرنا إذا
مقارنة  المقدمةفي تكون اكبر الذي تتعرض له العجلة في منطقة التماس  ضغطالقوى 

محصلة قوى ( Rرد الفعل  يؤثرونتيجة لذلك  .من المنخفض بالضغط في الجزء الخلفي
خطوط  وبما أن . A عن نقطة التماس  aمقدارهاالتي تبعد مسافة  Bفي النقطة ) الضغط

بانتظام يجب أن  التي تخضع لها العجلة عندما تتدحرج (P,W,R) تأثير القوى الثلاث
 بزاوية Rتميل القوة  أنيستدعي  فان ذلك  وهي مركز العجلة تتقاطع في نقطة واحدة

اللازمة لتدحرج  Pولتعيين القوة  .بالنسبة للشاقول المار من مركز العجلة θمقدارها 
  : Bعزوم بالنسبة للنقطة ال نكتب معادلةالعجلة 

Ʃ MN = 0 ⇒    + $O 789�% − 0 P = 0 
   + =  P

O 789� 0 
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   + Q
ويعتمد مقداره على ، يقدر بالمليمترات هو 

يبلغ معامل مقاومة التدحرج ، على سبيل المثال 
 .mm 0.75 - 0.50 طريق عامعلى 

وضعت على سطح  W =100 N ووزا 
 Pاحسب القوة .  كما هو موضح في الشكل

معامل احتكاك التدحرج  بأنعلما  .اللازمة لتدحرج العجلة بحركة منتظمة باتجاه الأعلى 

  :نرسم مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل ثم نكتب معادلة العزوم التالية
Ʃ M

− + $O% + 0 cos 5°
 + = 0 Rcos

+ = 100 Scos 5
 

P = 
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  :ويكون  cos θ = 1صغيرة فان  θ نونظرا لأ

Q  P
O  0 

هو و  تسمى بمعامل مقاومة التدحرج a المسافة
على سبيل المثال  .تجريبيا يتحدد كما انهالجسم  مادة 
على  تتدحرج مطاطية مملوءة بالهواء المضغوطلعجلة 

  )7-5(مثال 

ووزا  r =100 mm عجلة فولاذية نصف قطرها 
كما هو موضح في الشكل  °5يميل بزاوية مقدارها  خشن خشبي

اللازمة لتدحرج العجلة بحركة منتظمة باتجاه الأعلى 
 .  8.75mmيساوي 

 
  : لحلا

نرسم مخطط الجسم الحر كما هو مبين في الشكل ثم نكتب معادلة العزوم التالية
MN = 0 

$P% * 0 sin 5° $O% � 0 
R 5° TP

OU * sin 5°V 
5° :8.75

100< * sin 5°W 

 17.4 N 
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  للمراجعة مسائل

REVIEW PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :

ومعاملا احتكاكهما السكوني ، ويرتكز على سطح أفقي خشن ، kg 90كتلته  صندوق
  fk=0.4 , fs=0.5والحركي يساويان  

.  P الأفقيةوتؤثر على الصندوق القوة 
 أالتي تنش Fاوجد قوة الاحتكاك المماسية 

مبينا هل سيحافظ ،  بين سطحي التماس
  :الصندوق على توازنه وذلك في الحالتين التاليتين

a) P = 400 N     b) P = 500 N  
   ;  b) F = 353 N  a) F = 400 N:   الجواب 

 

 مسألة رقم (2) :

التي تجعل  Pالقيمتين الدنيا والقصوى للقوة  اوجد
. الثقل المبين في الشكل ااور يحافظ على توازنه

  .  0.15بفرض أن معامل الاحتكاك يساوي
   , Pmax = 630 N Pmin = 370 N:   الجواب

 

 مسألة رقم (3) :

المبينة في الشكل ااور والموازية  Pاوجد القوة 
 m1للمستوي والضرورية لجعل الكتلتين 

معامل . على وشك الانزلاق  m2و
   . fs=0.2الاحتكاك لجميع السطوح المتلامسة 

   P = 117  N:    الجواب
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 ) :4(مسألة رقم 

ويرتكز بطرفه الآخر على أرض ،  (fs=0)يستند إلى حائط شاقولي أملس Ladderسلّم 
  Cالذي يقف على السلّم في النقطة  Wويؤثر وزن الشخص . (fs=0.35)أفقية خشنة 

في . كما هو واضح في الشكل ااور
الوضع المبين للسلّم والموافق لزاوية الميل 

عينّ قوة الاحتكاك التي تنشأ  60°
وهل ، بين السلم وسطح الأرض
في حالة  سينزلق السلم أم سيبقى

 .سكون 
السلّم في حالة ،  F = 151 N:    الجواب
  . سكون

  
  

 مسألة رقم (5) :

 W1=100حمل وزنه   يستند

N  إلى مستو مائل وقد ربط به
حبل يمر على بكرة ويحمل في 
ايته الطليقة حملا آخر وزنه 

W2  وذلك كما مبين في
في وضع اوجد .  الشكل ااور
على المستوي المائل ، إذا كان معامل W1اللازمة للبدء برفع الحمل  W2التوازن قيمة 

 .0.2الاحتكاك بين الحمل والمستوي المائل يساوي 
   W2 = 67.32 N:    الجواب
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  مسألة رقم (6) :

سطح مائل  إلى m1=20 kg يستند ثقل كتلته 
   m2=10 kgأملس ويحمل فوقه ثقل آخر كتلته 

الجسمان ببعضهما بمساعدة حبل ملفوف  ربطيُ و 
. على بكرة ثابتة كما هو مبين في الشكل ااور

التي تتولد بين الجسمين بفرض أن  Fوكذلك قوة الاحتكاك  Tاحسب قوة شد الحبل 
  .الاستناد مهملسطح وان الاحتكاك مع   fs=0.3معامل احتكاكهما 

   , T = 73.5  N F = 24.5  N:   الجواب

 

 مسألة رقم (7) :

التي  تطبق على امتداد الذراع  Pما هي القوة 
الموصول بمركز العجلة بما يؤدي إلى تدحرج 

العجلة بحركة منتظمة كما هو موضح في الشكل 
،  780Nعلما بان وزن العجلة يساوي . ااور 

 .  a =2.5cmوان معامل احتكاك التدحرج ،  r =25cmوان نصف قطرها 
   P = 95.6 N:    الجواب

 

 مسألة رقم (8) :

مربوط  W =300 Nحملا وزنه  ااور يبين الشكل 
حول عمود   (β=3π)بحبل ملفوف بمقدار لفة ونصف

بفرض أن .  Fويحُافظ على توازنه بمساعدة القوة ، ثابت
 Fقيمة القوة اوجد .   0.15معامل الاحتكاك يساوي 

  .الضرورية لمنع الحمل من السقوط
       F = 73 N:    الجواب
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سالسادالفصل   

 مراكز الثقل
CENTERS OF GRAVITY  

 6-1 تمهيد :

يقع قرب سطح الأرض  ما تؤثر في الجزيئات المختلفة التي يتكون منها جسم صلب
  الأرضية وذلكنحو الأسفل باتجاه مركز الأرض تسمى قوى الجاذبية راسيا قوى متجهة 

كما ،  ويمكن اعتبار قوى الجاذبية الأرضية قوى متوازية .)1-6(كما هو مبين في الشكل
 Weight of the) يسمى مقدار هذه المحصلة وزن الجسمو W نرمز لمحصلتها بالرمز

Body)  لهويرمز ، النقطة التي تمر منها محصلة قوى الجاذبية بمركز ثقل الجسم  تدعىكما 
  .G الحرف باو  Cبالحرف 

  
  )1-6(الشكل 

نأخذ جسما ما ونثبت : تجريبيا  تعيينهالتالي يوضح مفهوم مركز الثقل وكيفية  المثال
ثم  )2- 6(كما هو موضح في الشكل Cو Bو Aعلى سطحه ثلاثة مسامير في النقاط 

ثم نرسم خطا  Aنعلق الجسم في النقطة  الأولىفي الخطوة :  ننفذ الخطوات الثلاث التالية
نعلق الجسم في النقطة  الثانيةوفي الخطوة ،  وزنالشاقوليا يمثل حامل قوة ) مثلا(متقطعا 

B  نعلق الجسم في النقطة  الثالثةوفي الخطوة ،  وزنالثم نرسم خطا شاقوليا يمثل حامل قوة
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C  الخطوط المرسومة تلتقي  أننلاحظ  .ثم نرسم خطا شاقوليا يمثل حامل قوة وزن الجسم
  .مركز ثقل الجسم الأمرتمثل في واقع  في نقطة واحدة

 
  )2-6(الشكل 

الموزعة  الوزنمركز ثقل جسم ما هو النقطة التي تمر منها محصلة قوى  إن ،خلاصة القول
من المعروف أن الأجسام في الطبيعة كلها ذات ثلاثة و . المؤثرة في جزيئات هذا الجسمو 

المؤثرة في الجزيئات المختلفة للجسم تمثل جملة من القوى  الوزنولذا فان قوى ، أبعاد 
إلا أن هنالك بعض الحالات التي تبرر إهمال بعد أو بعدين لجسم ما  .المتوازية الفراغية

يقتصر هذا الفصل  .فقطوافتراض الجزيئات التي يتركب منها محدودة بمستو واحد أو بخط 
حيث . طوطوالخالمستوية السطوح مساحات والتي تشمل  الخاصة على هذه الحالات

الهندسية  بأشكالها (Frames)والأطروالقضبان  الأسلاكيدخل في عداد الخطوط 
 . المختلفة

  :الهندسية البسيطة  الأشكالمراكز ثقل  6-2

الآتية  مراكز ثقل الأشكال الهندسية البسيطة) 4-6(و)3-6(وضح كل من الشكلين ي
  :والتي تشمل بصورة أساسية المستطيل والمثلث والقطاع الدائري 

 .مركز ثقل المستطيل يقع في نقطة تلاقي قطريه إن :المستطيل  •
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 .ةتوسطمستقيماته المإن مركز ثقل المثلث يقع في نقطة  : لمثلثا •
ويبعد عن مركز إن مركز ثقل القطاع الدائري يقع على محور تناظره  :القطاع الدائري  •

  . للقطاع الزاوية المركزية نصف αحيث تمثل  .الشكلدائرته بالمقدار المبين في 

  
  )3-6(الشكل 
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  )4-6(الشكل 

  :السطوح والأطر المستوية مراكز ثقل  6-3

 والخطوط (Areas) هذه الفقرة كيفية تعيين موضع مركز الثقل للمساحات تتناول
(Lines)  يحتاج البحث عن ، وجه العموم  على.  )5- 6(كما هو مبين في الشكل
إلى إجراء عملية تقسيم للسطح أو  سطح أو إطار مال C(x , y)مركز الثقل  إحداثيات

  .الإطار إلى عدة أشكال هندسية بسيطة بحيث تكون مراكز ثقلها معلومة



  
 

126 
 

  
  )5-6(الشكل 

عدة سطوح بسيطة  إلىالسطح المفروض يقُسّم  ، المتجانسة حالة السطوحففي  
عندئذ يمكن تعيين .yi و xiمركز ثقلها  وإحداثيات Aiلمساحاا ويرُمز الشكل 

 :للسطح المفروض بواسطة العلاقتين التاليتين  C(xc , yc) مركز الثقل العام  إحداثيات

            ��� =  ∑ �� ��            	�� =  ∑ 	� �� 
 لأي عنصر من العناصر التي قسمت إليها مساحة السطح wiمقدار قوة الوزن  أنوبما 

 يتعين موضع مركز الثقل  عندئذ.  (Ai)متناسبة مع مساحة هذا العنصر المتجانس
  :المعادلتين السابقتين كما يلي إلىاستنادا 

�� =
∑ 
���

∑ 
�

=  

��� + 

�
 + ⋯ + 
��� 


� + 
� + ⋯ + 
�

 

 

	� =
∑ 
�	�

∑ 
�

=  

�	� + 

	
 + ⋯ + 
�	� 


� + 
� + ⋯ + 
�

 

المفروض إلى عدة  الإطارم قسّ يُ  ،مثلا   (Frames)الأطرالخطوط كأما في حالة 
مقدار  أن بماو . yiو  xiوإحداثيات مركز ثقلها  Li لأطوالهارمز يُ بسيطة الشكل و  عناصر

يمكن  لذا (Li)لأي عنصر من العناصر متناسب مع طول هذا العنصر wiقوة الوزن 
  :كما يلي  للإطار C(x , y)مركز الثقل العام  موضع تعيين 
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تحديد من اجل  استخدام المعادلات الرياضية السابقة كيفية  التاليينيوضح المثالين 
 ذات الأشكال المستوية والأطروذلك في حالتي السطوح  موضع مركز الثقل إحداثيات

 .الهندسية المختلفة

  )1-6(مثال 

في الشكل  ةالموضح للصفيحة المتجانسة G(x , y) احسب إحداثيات مركز الثقل العام
  . وذلك بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 

  
 : الحل

أربعة أجزاء ثم نحسب مساحة كل جزء وإحداثيات مركز ثقله  إلىم السطح المعطى قسّ نُ 
  : التالي  الشكل بمساعدة
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� =
1

2
× 3 × 4 = 6 �
 



 = 3 × 4 = 12 �
 


� =
1

2
× � × 2
 = 6.28 �
 


� = −� × 0.75
 = −1.77 �
 
كما هو مبين في   المكونة للصفيحة المستويةإحداثيات مراكز الثقل لجميع الأجزاء  نحددثم 

  : ونضعها في جدول كالتالي الشكل السابق

 
  :بالمعادلتين التاليتين لأي سطح مستو  مركز الثقل العام يتعين

� =
∑ 
���

∑ 
�

      ;       	 =
∑ 
�	�

∑ 
�

  

  :نعوض فنحصل على 

� =
6 × 2 + 12 × 4.5 + 6.28 × 2 − 1.77 × 2

6 + 12 + 6.28 − 1.77
= 4.37 � 

 

	 =
6 × 1.33 + 12 × 2 + 6.28 × 6.85 − 1.77 × 6

6 + 12 + 6.28 − 1.77
= 1.82 � 

 

  )2-6(مثال 

الموضح في الشكل  (Frame) للإطار C(x , y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 
  . وذلك بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 
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  : الحل
أجزاء ثم  ثلاثةإلى  المفروض الإطارنقُسّم 
  .  كل جزء وإحداثيات مركز ثقله  طولنحسب 

  .كما هو مبين في الجدول
  
  

  
  

 
  :بالمعادلتين التاليتين   (Frame)إطاريتعين مركز الثقل العام لأي 

� =
∑ ����

∑ ��

      ;       	 =
∑ ��	�

∑ ��

  

  :نحصل على  وبناء على القيم الواردة في الجدول السابق

� =
"20� × 0# + "40 × 20# + "15 × 27.5#

20� + 40 + 15
= 10.29 %� 

 

	 =
"−12.73 × 20�# + "40 × 20# + "15 × 40#

20� + 40 + 15
= 5.09 %� 
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  للمراجعة مسائل

REVIEW PROBLEMS 

 

 مسألة رقم (1) :

  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

للمساحة المظللة الموضحة في الشكل ااور 
  . وذلك بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة

 
  x = 0 , y = 15.26 cm:    الجواب

 

 مسألة رقم (2) :

  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

ااور وذلك للمساحة المظللة الموضحة في الشكل 
 .بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 

 
  x = 54.8 mm ,  y = 36.62 mm:    الجواب

 
 

 مسألة رقم (3) :

  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

للمساحة المظللة الموضحة في الشكل وذلك  
 . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة 

  
  x =  y = 53.6  cm:    الجواب
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 مسألة رقم (4) :

  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

للإطار الموضح في الشكل ااور وذلك 
  . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة

 
  x = 16.4 cm ,  y = 70.3 cm:  الجواب

 
 

 مسألة رقم (5) :

  G(x,y)احسب إحداثيات مركز الثقل العام 

للإطار الموضح في الشكل ااور وذلك 
 . بالنسبة لجملة المحاور الإحداثية المفروضة

  
  x = -14 cm , y = 48.6 cm:  الجواب

 

 مسألة رقم (6) :

احسب إحداثيات مركز الثقل 
للإطار   G(x,y)العام 

الموضح في الشكل ااور 
وذلك بالنسبة لجملة المحاور 

 . الإحداثية المفروضة
  

  x = -14.13 cm , y =0:  الجواب
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