L MUSZAKI -
MATEMATIKAI GYAKORLATOK

~ SZERKESZTI: ‘ - T
DR.FAZEKAS FERENC ' _ A
"~ egyetemi docens i
DR. MATH. SC.

BELSG MUNKATARSAK :

DR. FREY TAMAS ~ DR.BAJCSAY PAL
egyetemi tandr, ‘ , egyetemi docens,
a matematikai tudoményok . kandiddtus ’
doktora
- " )
SZEMLELTETES:

GYURCSY ENDRE

okL villamosmérnék

.

TANKONYVKIADO, BUDAPEST o
1973 | |




MUSZAKI MATEMATIKAI GYAKORLATOK

SOROZAT KOTETEI
. B A.
A. L Kozépiskolai matematika (Otsdik kiadss) o ; o
A. 11 Egyvaltozés elemi fiiggvények (Harmadik kiadds) 4

'A. __IIL_Differencidlszdmitas (Harmadik kiadés)
A. IV. Hatédrozatlan integral (Negyedik kiadas) ,
A. _V.* Hatdrozott integral (Elsd rész) (Negyedik kiadds)
A.  V.** Hat4rozott integrdl (Masodik rész) (Masodik kiadas) ~
A. VL Tébbvaltozés fiiggvények és differencidldsuk (Negyedik kiadds)
A. _VIL Tabbvaltozés fiiggvények integrdldsa (Misodik kiadas)

~A. VI Taylor-sorok (Harmadik kiadis)
A. IX, Vektoralgebra. Linedris egyenletrendszerek (Negyedik kiadas)
A, X. A logarléc (Hatodik kiadas)

B. .

—= B, L, IL, III. Vektoranalizis (Te’rgi')rbék és feliiletek differencidlgeometridja
Skaldr-, vektor- és tenzormez6k) (Harmadik kiadds) o

'B. __IV. Komplex fiiggvénytan (Harmadik kiads)
B. V. Neumerikus és grafikus kozelitd médszerek (Masodik kiadas)

B. VI Végtelen sorozatok, sorok és szorzatok (Harmadik kiadas)

B. VIL* Koézonséges differencidlegyenletek (ElsS rész) (Otsdik kiadas)

B. VIL** Koézonséges differencidlegyenletek (Masodik rész) (Harmadik kiadds)
> B. VIIL Parcialis differencidlegyenletek (Mésodik kiadas)

C.

C. . L Operatorszamitas. Specialis fiiggvények (Masodik kiadés)
' C. II. Varidciészamitds (Harmadik kiadis) :
SN C. III Integralegyenletek (Masodik kiadas)
—C, IV. Matrixszamitds (Negyedik kiadds)
G V. Valészinfiségszamitds (Masodik kiadds)
_C. VI, Matematikai dsszefoglalé (Harmadik kiadds)
«-2C, VII. Matematikai programozds (Mdsodik kiadds)

(A szbvegben az egyes kétetekre a fenti betii- és szamjelzéssel hivatkozunk)




B.VL \
VEGTELEN SOROZATOK,
SOROK ES SZORZATOK

IRTA: ‘
DR.FREY TAMAS ‘

egyetemi tandr,
a matematikai tudomédnyok doktora

Harmadik kiadds = ' \




-

i EGYETEMI SEGEDKONYV

* . Készilt a mfivelédéstigyi miniszter rendeletére

A kitet kéziratdt étné},te:
DR.FREUD GEZA

a matématikai‘ tudomdnyok doktora

o

Szaktandcsadé volt: ' g
DR.HALASZ OTTO | - S
T egyetemi docens, . o '
a mfiszaki tudomédnyok kandiddtusa

Korrigﬂta: _
SZABO ISTVAN
he ‘ N kutaté

_ . © DR. FREY TAMAS, . S
SR DR.FAZEKAS FERENC ‘ |
x . BUDAPEST, 1956

\ . : . N




A SOROZAT ELSO KIADASANAK ELOSZAVABOL

A mdegyetemi oktatas és mérndki tovabbképzés évtizedek o6ta nehezen nélkiildz
egy, a mfszaki igényeknek megfelelé6 magyar matematikai példagydjteményt. E hidnyt
felismerve, matematikai tanszékeink lelkes fiataljai az utolsd 2—3 évben tébb jegyzetet
allitottak Ossze a matematikai gyakorlatok anyagabol. Tovabb enyhitette a hiAnyt Gjunter—
Kuzmin id6kdzben magyarul megjelent kivalé felsbb matematikai példatira, bir ezt
— magas szinvonaldra valé tekintettel — elsdsorban nem a mfiegyetemi, hanem a tudo-
manyegyetemi hallgatdk részére adatta ki a minisztérium. A probléma viszont teljes meg-
oldast kivant a hallgatok és a kezdS tanszemélyzet 1étszAmanak nagymérvi megnovekedése

- miatt. Ez utdbbi koriilmény azt az tijabb igényt tdmasztotta egy leendd példatarral szemben,
hogy az a feladatokon és végeredményeiken kiviil még bé megolddsi dtmutatdsokat is
tartalmazzon. Ugyanakkor tobb matematikai értekezleten szorgalmaztik, a legmeggyd-
z0bben dr. Alexits akadémikus professzor, hogy mifiszaki egyetemeinken alkalmazott
miiszaki matematikdt oktassunk, és gytijtsiink &ssze megfeleld mtiszaki alkalmazott anyagot.

A minisztérium figyelmét ekkor felhivtik néhidny lelkes hallgaté tirsasigdban mar
kordbban s hasonld szempontok szerint elinditott gydjtémunkimra. A minisztérium azon-
nal felkarolta kezdeményezésemet, megbizott egy Miszaki Matematikai Gyakorlatok,
cimd példagydjtemény terveinek, szerkesztési elveinek kidolgozdsival, majd rdvidesen a
md szerkesztésével — egyattal biztositva tdbb matematikai tanszék néhiny tapasztaltabb
adjunktusanak, illetve tanirsegédjének kdzremikodését.

Munkdnk A. és B.* része jorészt a matematikinak a miiszaki felsboktatisban vilag-
szerte szokdsossd valt fejezeteit targyalja, de a megszokott keretekhez képest egyeseket
kibbvitve, féleg a B. részben, a klasszikus m(szaki matematika érintett fejezeteit, A sorozat
C. része a modern mdszaki matematika néhiny olyan nagy jelentdségii fejezetébe nytijt
gg\éezetést, amelyek bevonuldsa a mdiszaki felsoktatdsunkba az utébbi években megkez-

ott. ~

Munkdnk elsé célja a szokdsos tananyaggal kapcsolatban mindazt eldadni, aminek
miiszaki egyetemeinken a helyesen, korszertien, a mdszaki igényeknek megfelelGen vezetett
matematikai gyakorlatokon szerepelnie kell. Esti és levelez8 oktatisunkban idevagé fiize-
teink esetleg még szélesebb korii felhasznalisra is keriilhetnek.

. Munkdnk mdsodik (de nem mellékes) célja gyakorlati és miszaki anyagot nytjtan:
a kiilonboz6 tagozatokon a fels6bb éves nappali és esti hallgaték specidlis matematikai
oktatdsdhoz, a szakmérndki tovabbképzd tanfolyamok és a Mérnoki Tovdbbképzd Intézet
rendszeres matematikai oktatdsdhoz, tovabba az igényesebb hallgatdk, a fiatal matematikai:.
és miszaki tanszemélyzet, a kutatd és iizemi mérndkdk és aspirinsok egyéni vagy csoportos
tovabbtanuldsihoz. - , ‘

E példagydjteménynél viszonylag tjszertinek mondhatd célkittizések megvaldsitasa
szintén djszerii szerkesztési elveket kivan. Ennek megfeleléen nem szoritkozunk, mint
a legtbb példatir, csupin feladatok és végeredmények kozlésére. Ellenkezéleg, meg-
kiséreltiik fejezetrdl fejezetre végigvezetni a kdvetkezd rendszert: a) elméleti Ssszefoglald;
b) bd magyarazat kiséretében részletesen megoldott, kisszamd jellegzetes mintapélda;
¢) az elSbbiek alapjin kdnnyen megoldhatd, csak végeredménnyel elldtott, nagyszama

* A sorozat kdteteinek cimjegyzékét lasd a z. oldalon!
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. gyakorld feladat; d) esetleg révid titmutatdssal elldtott és csak vézlatosan megoldott kiilon-
leges (csillagos) példak; e) esetleg egyes bizonyitasok véazlatos kozlése a kiilonleges példak
kozott; f) végiil miszaki alkalmazisok bemutatdsa. E lancszemek véleményiink szerint
jol szolgalhatjik a matematikai elmélet és a m(szaki gyakorlat dsszekapesolasdnak igyét.
Megjegyzendd, hogy bizonyara nem mindeniitt sikeriilt a rendszert teljes egészében meg-
val6sitanunk; olykor e sorrendtdl is eltértiink. : ' :
Az A. rész fiizeteiben, professzorainkkal egyetértésben, eléggé ovatosan méreteztiik
a mfiszaki alkalmazisok szdmat a t6bbi példakéhoz képest. Erre késztetett az elsééves hall-
gatdk mdszaki ismereteinek hidnyossdga, valamint az e fiizetekben kozolt matematikai
appardtus elégtelensége komolyabb mfiszaki problémék megoldisiahoz. Még igy is lénye-
gesen bévebb mdszaki példaanyagunk, mint az ismert példataraké. -
. A B. ésC. rész fiizeteiben — az olvaso egyre névekvd matematikai és miszaki isme-
reteire tdmaszkodva — nagy bdségben térgyaKmk problémdkat a klasszikus és modern
miszaki matematika legkiilonb6z8bb | teriileteirdl, amelyekben kézzelfoghatéan jelent~
kezik a matematika és a technika egysége. s
.~ A minisztérium és professzoraink tanicsat kdvetve, batran meritettiink a legkiilon-
bdz8bb j6 forrdsokbol, sokkal ink4bb térekedve az anyag gazdagsigira és me bizhatdsdgara
mintsem — példatirnil amagy is szegényes sikert igérd — eredetiségére. Természetesen
szépszdmu 4 feladartot is készitettiink. ' ' :
A szemléltetd anyag gondos szerkesztése és megrajzoldsa Gyurcsy Endre okl. villamos-
‘mérnSk kolléga érdeme. Ay . g v . %
Ki kell emelnem Egervdry akadémikus professzor szimos szakmai megjegyzését
és mdegyetemi elBadasait, amelyekbd! meritett tanulsdgok nagymértékben emelik munkink
értékét. Allandé érdekl8désével és gazdag pedagdgiai és "médzzertani utmutatasokkal volt
segitségiinkre Gallai professzor. Meg kell emlékeznem az Alkalmazott Matematikai Inté-
zetrdl, amely modern knyvtardval és alkotd 1égkdrével a gyfijtés legelejétél mindvégig
tdmogatta munkankat. . . : |
~ Végezetiil munkdnkat miiszaki egyetemeink oktatdinak éshallgatdinak ajdnljuk.
- Haszndljik fel e flizeteket a maguk, illetve a leendé mérnékok ezreinek képzésére! Eszre-
vételeikkel segitsék eld e gytiiteménv mielébbi tokéletesedését!

Budapest, 1952. szepiember I, .‘ A SZERKESZT(




A SOROZAT MASODIK ES HARMADIK KIADASANAK
’ ELOSZAVABOL

Kézel nyolc év munkédjdval — néhiny kisebb jelentdségli mddositastol eltekintve -
az eredeti terv szerint — sikeriilt befejezniink a Miiszaki Matematikai Gyakorlatok c.
sorozatot 25 kdtetben. Munkakozdsségiink céltudatossiga és murkakedve, a minisztérium
és a Tankonyvkiado kitartd tdmogatdsa, birdldink értékes segitsége és nem utolsésorban
egyre novekvd olvasotiborunk lelkes érdeklédése lehetévé tette az Osszes nehézségek
lekiizdssét. Noha tivolrél sem tekinthetjiik tokéletesnek, véglegesnek kdnyveinket, mégis
az elsd kiadas befejezésekor a magyar miszaki matematikai felsGoktatas érdekében végzett
odaadé munka jo érzése tolti el munkakOz0Osségiinket. '
‘  Kényveinket a hazai szakemberek és szaklapok kedvezBen fogadtik, és szamos hasz-
nos észrevétellel, tandccsal voltak segitségiinkre. Koteteink az évek soran tobb keleti és
nyugati 4llamba is eljutottak, 1958 nyarin pedig abban a megtiszteltetésben részesiiltiink,
hogy a belgiumi Nemzetkézi Mérniki Matematikai Kongresszus vezetdsége kiallitotta és
idegen nyelv{, vetitettképes el8adasban is bemutatta a teljes sorozatot, figyelemre mélté
érdeklddés és elismerés mellett,

1963-ban sziikségessé valt a sorozat harmadik kiaddsinak meginditisa. A masodik
kiadast kotetek jo részének gyors elfo%yésa — éppen a matematikai programozas linedris
algebrai segédeszkozeivel, ill. a sikbeli rugalmassigtan korszerf, komplex - fiiggvénytani
modszerével kapcsolatos bdvités utin — kézzelfoghatoan bizonyitja a sorozat fejlesztésére,
Korszertisitésére kitlizott célok és a megvaldsitisukra kifejtett erdfeszitések helyességét.

Emlitésre méltd, hogy sorozatunk vagy egyes kotetei 1958 ota tijabb kiilorszagban
(pl. a Szovjetuniéban, NDK-ban, Jugoszlavidban, Egyiptomban, USA-ban, Angliaban,
NSZK-ban) és nemzetkdzi forumon'(pl. az NDK Matematikai Tarsulatinak 1963. évi
nemzetkozi iilésszakan) tudtak helytallni és versengeni a hasonld rendeltetésti kiilfoldi
munkakkal. ' F s ; B ‘
. Ilyen kedvezd adottsigok kozdtt termeészetes, hogy lelkesen folytatjuk a sorozat

fejlesztésének, korszeriisitésének nagy munkdjat, ismét kérve ehhez a Minisztérium, a

Kiadé és nem utolsésorban a mfiszaki olvasétiborunk buzditd, dldozatkész timogatdsat.

Budapest, 1964. febr. 15, . | - A SZERKESZTO

ELGSZO A ‘SOROIZAT NEGYEDIK KIADASAHOZ _

A kdzépiskolai és a mdegyetemi tanterv djabban végbement jelentds véltozdsa,
valamint az elektronikus szamitastechnika széles eléretorése folytin ez évben megindul-
hatott az eléz& kiadasok sordn a hazai mfszaki olvasétaborban kézismertté és kedveltté
valt kdnyvsorozatunk alaposabb felfrissitésének és korszeriisitésének tdbb éves periddusa.
Ez szamos kotetiink kisebb-nagyobb étdoliozéséval, egyesek bdvitésével, esetleg szfikité-
sével és néhany, eddig'is szorgalmazott 4j kotet megjelenésével fog megvalésulni Karaink
és a Kiad6 drvendetes timogatasaval: Sorozatunk immar kézel 2 évtizedes eleven élettitja,
gazdag oktatasi és kutatasi tapasztalataink, az olvasdk és az illetékesek iigypértoldsa kelle-
messé teszi szimunkra ezt a nagy munkat,

Lector: salutem!

Budapest, 1971. méjus 15, Ds. Fagilds F
: r. Fazekas Ferenc




- ELOSZO A KOTET ELSO KIADASAHOZ

. Az anyag, amelyet e kdnyv tirgyal, fontossagihoz képest viszonylag kis stllyat
szerepel miegyetemi oktatdsunkban. A gyakorlat alfal felvetett problémak nagy részét
ugyanis nem tudjuk zart alakban megoldani; ehelyett legtdbbszér csak kézelitd megolda-
sokat adhatunk, amikor is a sorozatok és sorok legkiterjedtebben alkalmazott segédeszié-
zeink, Hozza kell tenniink ehhez azt is, hogy e targykérbdl magyar nyelvid példatir nincs.
A példatir Ssszeallitisanal ezért szem elétt kellett tartani, hogy a Természettudomanyi Kar
haﬁgatéi is haszndljdk majd. Emellett a gyakorlati szakemberek, mérnSkok részérél is
érdekl6dtek mér e kotet irint, E szempontok magyardzzak a kényv terjedelmét. Meg kell

azt is jegyezniink, hogy a sorozat tovaibbi kotetei, igy kiilondsen a kbzonséges és parcialis

differenciilegyenletekkel és a specialis fiiggvényekkel foglalkozd kotetek is komoly sor-
elméleti igényeket timasztanak, _ : L

Nehéz feladatot jelentett (és bizonydra nem sikeriilt kifogistalanul) a hatalmas példa-
anyag legmegfelel8bb rendezése, :

Meg kell jegyezniink, hogy az anyag elrendezésekor abbdl a feltevésbdl indulunk ki,
hogy az olvasé az egyes feladatok kidolgozasiban gyakran visszalapoz a paragrafus elején
talalhatd elméleti Osszefoglaldkhoz, illetve a kidolgozott mintapélddkhoz. Erre ennél a
kdtetnél azért is sziikség van, mert a feladatok kidolgozdsa e targykorben tipizilhatd a

legnehezebben. Ezért a nehézséget egyrészt az eredménytirban szerepld szamos ttba-
igazitdssal, masrészt az alkalmazhaté technika erds részletezésével és a feladatok ennek meg-
- feleld csoportositdsival kiséreltiik meg ithidalni. Ez ut6bbi azonban kettds veszélyt rejt
magdban. Egyrészt az olvasé dsszetévesztheti a szamitdstechnikat szem el6tt tartd €sopor- -
tositdst a tudomanyos csoportositssal, mésrészt elsajititjia ugyan a technikit, de nemr
szerez Ondllésdgot annak eldontésében, hogy mikor melyik mddszert kell alkalmazni.
Ezért egyes paragrafusok bevezetSjében a kérdés feltevésével és az elvi problémaik csopor-
tositdsdval is foglalkoztunk, masrészt nvegyes gyakorld feladatok’ stb. cimszé atatt tSbb
paragrafusban olyan feladatokat is kézliink, ahol az olvasénak maganak kell kivalasztania
a megoldds mddszerét is. .

Ehelyiitt mondok kdszonetet Freud Gézanak, az MTA Alkalmazott Matematika;
Intézet osztalyvezetSjének, aki a kézirat 4tnézése folyaman szamos megjegyzéssel, tandccsal,
néhdny érdekes feladattal, jé néhiny egyszerisitd megolddssal és a kézirat igen gondos
lektoraldsdval nagyban emelte a kotet értékét, Fazekas Ferenc fészerkesztének, aki a példa-
anyag elrendezésében tdmogatott, tovabba Szabé Istvin tandrnak és Somogyi Endréné
fiskolai hallgaténak, akik a technikai szerkesztésben nytjtottak segitséget. KGszonet illeti
Gyurcsy Endre okl. villamosmérnak kartirsat a nehéz szemléltetd anyag gondos szerkesz-
téséért és megrajzolisiért. ’

Budapest, 1954. oktdber zo. : A SZERZO

ELOSZO A KOTET MASODIK KIADASAHOZ

_A jelen masodik kiadds — néhany jelentéktelen modositastdl eltekintve — meg~
egyezik az els6vel. Minthogy a téma stlya kétségteleniil nétt a mtiegyetem: . tananyagban
az utolsd tiz év alatt, ezért bator vagyok konyvem j kiadasat a miszaki olvasdk szives
figyelmébe ajinlani,

A SZERZO

\\

Budapest, 1965. 4prilis 15.

ELOSZO A KOTET HARMADIK KIADASAHOZ

_ A most megjelend harmadik kiadas uj anyagrészeket nem tartalmaz; a szamitdgépek

mind szélesebb elterjedése kdvetkeztében a tirgyalt téma egyes alkalmazasi teriiletekrdl -
visszaszorult, masoknal viszont rendkiviil erdsen eldtérbe keriilt. A példaanyag felfrissités
nélkiil is érzékelteti az 4j alkalmazasi teriileteket, ezért hasznosnak érzem az tijabb kiadést_

Budapest, 1971. mijus 15, ‘ A SZERZG

~




1, §. SZAMSOROZATOR

- a) Intervallum-skatulyazas

Definicié : Egy monoton névekvd |x,} és egy monoton cik’ens {wal szdmsorozat
intervallum-skatulydzdst (jelben : {x,/y,\) hatdroz meg, ha '

L. az jx,{ sorozat barmely eleme nem nagyobd, mint az }y,{ sorozat ugyanazon
indexii eleme, azaz :

-

.xk_syk(kzlrzre’,..o): és

2. a megfeleld (ugyanazon index() elemek killonbségei, a {d,} sorozat elemes
dy =y, — x,) 0 sorozatot (zérus hatirérték(i sorozatot) alkotnak, azaz ‘

lim d, = lim (y, — x,) = 0,
' n——»00 n—300 . ‘

Azt az S szdmot, amelyet ,,valamennyi skatulya tartalmaz®, azaz, amely n bar-

7 - milyen értéke mellett kielégiti a kdvetkezd egyenlitlenséget ;
Gz %[yt skatulydzds magvdnak ‘hivjuk‘; Megjegyezziik, hogy ehhez az.S maghoz

konvergal az {x,{ és az }y,! sorozat is,

Numerikus szamitdsok szempontjébél nagy jelentSségfi, ha egy sorozat hatir-

- értékét, mint valamely skatulydzds magvit is el§ tudjuk Allitani, Megtorténhet ugyanis,
hogy e hatirétéket nem tudjuk pontosan megallapitani (pl, szdmitdstechnikink még
nem megfelels, vagy esetleg a hatirérték nem raciondlis szdm, illetve a j&! ismert
irraciondlis és transzcendens szimok segitségével nem fejezhet§ ki véges alakban),
ezért megelégsziink a hatirérték valamely j6 kozelitésével, Feltétleniil meg kell tud-
nunk azonban becsiilni az igy elksvetett hiba nagysigat, ami intervallum-skatulyézis

- esetén igen konnyd, Ha pl. kdzelités gyanant az n-edik skatulyit meghatirozé X, €és y,
érték szimtani kézepét fogadjuk el, akkor a hiba nem lehet nagyobb, mint

: |dn|=|yn"—xn]
2 2.

A gyakorlatban perszé inkdbb igy hangzik a feladat: Allapitsuk meg az EN TR
intervallum-skatulydzis magvit e-n4l (¢ adott J) kisebb hibaval, Ekkor gy jirunk el,
bogy megallapitjuk azon ny(e) index értékét, amelyre mir | x, — y,, | =26 és a

hatérértéket az ’f—_}L értélkel kozelitiiik.




1. §. SZAMSQROZATOK

Példdk és feladatok

: o ‘ 1
i +._

. , 1 _x 'y 2 xy
1. Legyen O<xr<y,»és ’_CI_- —g s %z xll—m,azx_és_ysza-
mok ,,harmonikus kdzepe ; tovibbd \ '

_xty ., o 2un atn |
= 2 ’ Xy = xl +y1 Vo = ) r tee
2xnyn ; ‘__xn +yu,- -
Xp+q = X, +yn Ya+1 = 2 ’ :00

a) Igazoljuk, hogy az igy képzett {x,,} és {yn} sorozatok intervallum-skatulys- '
zést defmlalnak _ o/

i

b) Szamxtsuk ki a skatulyézas magvat.

Megoldds : x, az x és y szamok (in, harmonikus kozepe (amelynek rec1proka
‘szAmtani kézepe az x és y reciprokainak) ; y; pedig x és y szimtani kdzepe, Istne-
retes tény, hogy a harmonikus és a szimtani kdzép is azon szimok kdzé esik, ame-
lyeknek a kozepét képeztiik, tovabbé a szimtani kdzép nagyobb, mint a harmoni-
kus kdzép. '

Az is ismeretes, hogy a geometriai kdzép a szamtam és a harmonikus kbzép
kozé esik; hiszen a geometr1a1 kdzép egyben geometnax kozepe a szAmtani és a har-
monikus kozepnek is ¢

i - x+y‘2w
L : VE‘— 2 x4y’

Az eddig elmondottakbdl k6vetkezik, hogy

x<x1<y1<y.

P

. Mivel pedlg % és 2 segxtségével éppligy képezziik x,-t és y,-t, mint ahogy x
ésy értékébal x,-et és yy-et, ebbdl azonnal kovetkezxk hogy

x1<xo<y2<y1.

A gondolatmenetet ugyanigy folytatva, s a kapott egyenléitlenségeket Ssszevonva,
kapjuk:

x<x,<x2<x3<...<x,,<...<y,,<..._<y3<y2<y1<y

Ebbdl kiolvashatjuk, hogy az {x,} sorozat valéban monoton ndvekeds, az {y,}
sorozat pedig monoton csokkend, és valamennyi x, kisebb, mmt bérmelyﬂt Vi

@

xk_<yl(k=,1f2)boc n;'oo; l=]\-’2’009;n;’000)0

Kénnyen megy annak igazoldsa, hogy a {d, =y, —x,} differencia-sorozat
aullsorozat.
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'Ehhez csak azt kell meggondolni, hogy y,,, felezi x, és y, ,tivolsigat” a
szhmegyenesen, szdmtani kdzép 1évén; x,, viszont b1zonyosan X, €S Yp4+q kOZé
esik, hiszen x, < x,,_,.1 < Vg1 < Vn Ebbél v1szont azonnal kovetkezik, hogy

d
n +1 = (yn+ 1 Xn+ 1) < Ugyams

Aoty =Yooy = % 1<Vn1 — X = — 5 TK =T T §n '

Mivel az utdbbi relicié n minden értékére igaz, ebbdl a kﬁvetkez6ket olvashat-

juk ki: _ , .
dﬂ< 51<__G§§2'<000<2n22 271 <To
Mivel pedig az 2—2_—,‘-5% sorozat nullsorozat, még inkdbb az a nila kisebb

(abszoldt érték) elemekbdl 4ll6 {d,} sorozat is.

Az eddigiekben bebizonyitottuk, hogy a megadott {x } és {y,} sorozatok eleget
tesznek mindazon feltételeknek, amelyeket az intervallum-skatulyizasban szerepld
sorozatoknak tel;esitemok kell.

Kimutatjuk még, hogy az intervallum- skatulyazas magva az x és y szémok
geometriai kozepe.

= Az edd1g1ekben kimutattuk ugyarus, hogy az x és p szAmok geometriai kozepe

egyben X, és Y1 ennek kovetkeztében egyszersmmd xy-€ €s yy-€ stb. — geometriai

kozepe is; tugdjuk ezenkiviil, hogy két szdm geometriai kozepe a két szam kozé esik,

‘ Ielekbﬁn“= Xp < Vit va = - Yn—-1= V,xﬁ—zyn-z e = £33 <Y -

A Jxp érték tehdt valdban kisebb birmely y, elemnél, de nagyobb az x,-k
‘biarmelyikénél, igy valdban a skatulyizis magva !

e Hatarozzuk meg az €13z feladat gondolatmenete alapjan — kizardlag ,,racions-

 lis* mfiveleteket végezve — |/15 értékét ot tizedesjegy pontossigig !

3; - Igazoljuk, hogy az

Xp + Vn
Xar1=Vka¥n 5 Fasi="3  *

-

~ sorozatok ntervallum-skatulyazast defmxélnak és hatérozzuk meg xo=3; yo=17
‘esetén a skatulydzis magvat két tizedesjegy pontossiggal.

4. . Igazoljuk, hogy az

1 =
Xat1 = Vxn Var Va+1 =§(xnf|-1 +J’n)

éomzatok‘ intervallum-skatulydzast definilnak,
Szamitsuk ki hirom tizedesjegyre a skatulyizis magvit, ha x, = 3; y, = 10,

s
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," 5. Mutassuk meg, hogy az

b; é—; i3 b, = |
| sorozatok intervallum-skamlyézést alkotnak, és hatirozzuk meg a skatulyizis magvit !
- Megoldds : Az{a,} sorozatvaldban monoton névekeds (ti. tgabb értelemben a nem
csokkend monoton sorozatot is monoton ndvekeddnek nevezziik). Tegyiik fel, hogy a
b, = 1 reldcidt sikeriilt igazolnunk. Ebbél azonnal kbvetkezik, hogy b,., nem
- magyobb, mint b, (hiszen b, 41 2z egynél nem kisebb b, és az egynél nem nagyobb
o 1 2 - 3 B i )

B szamtani kéiepe, s igy?' a két szidm nagyobbikinal bizonyosan kisebb).

S \ {, 1)1 bt
CG=lln=12..); b=8>1; 52=(b1+ )

A b, = 1 reldciét az 1, feladatban igazolt azon egyenlStlenség alapjin bizonyit-
hatjuk be, amely szerint két pozitiv szdm geometriai kdzepe nem nagyobb, mint 3
szamtani kozepiik, Tehst .
. bn—-l + b——— —_—
<% g n—1 1 I
. A T
bn ) 2 l?n—l bn—l V |
. Igazolnunk kell még, hogy az {a,) és { b,} sorozatok kiilénbségsorozata 0 sorozat
Ehhez felhasznélhatjuk az imént igazolt - S ;

v

I : ; , 3
b, =1, azaz B =<1 reliciée, Ugyanis
17 R | | 1 )
) d":b"“a"=§(b”"1_F5:}“1 gé—(bn_l—{—])—l:

1 1 d,_.
=‘2“(bn—1‘2+1) =‘§ (b,,_1~1)=—-'52—1‘. _
Ezek utin kénnyen igé.zolhétjuk, hogy d, — 0, és hogy a skatulyizis magva s L
6. Igazoljuk intervallum-skatulyézéssal, hogy az a* =1b egyenletnek ¢ > 0,
b>0,de az£1 esetén mindig van valés megold4sa, . :
7. Szimitsuk ki ennek alapjin az
| - | 1,
a) J2V? b 41V ) g)E
értékét két tizedesjegynyi pontossaggal, '

b) Elemi sorozatok hatarértékének szamitdstechnikija
@) Algebrai atalakitasok, Nagyon gyakran eléfordul, hogy a tekintett szdm-
iluet"e, egyszeru tételek fel- sorozat egyszerdi algebrai miveletek, atalakitisok,
asznalisa . ¢ o 4
' dtrendezések  tjan olyan sorozatokra vezethetd
vissza, amelyek hatirértéke ismeretes. Hogy az eredeti szamsorozat hatirértékét szi-
mithassuk, épp azokat a tételeket kell ismerniink, amelyek kimondjik, hogy mi a kap-
csolat a hatdrértékek kozste. E tételeket foglaljuk itt roviden Bssze, hogy azutin a
feladatok kapcsén alkalmazisukat is begyakoroljuk.
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Aza,, ay ..., a,, ... sorozat legyen konvergens, hatirértékét jeldljiik a-val;
ugyanigy a konvergens {b,} sorozatét b-vel. Konvergensek ekkor a kovetkez$ soroza-
tok is: '

C =a1+b1; Co =a2+b2; vee s Cp= an—l“ bn; e

d]_ "—”al—b,_; d2=a2—bz; ...;dnza,,—b,,;...

m =a,'b; me=as by oo.; my=a, by; ...

e a a a,
és, ha b £ 0, akkor a q1=5—1-; q2=b~2; vond Gn="7"3 sue
. 1 2

\

sorozat is (utébbiban természetesen csak olyan n indexnél éftelmezzi.ik fenti médon
az 4j sorozat elemét, amelynél b, 7% 0), és hatarértékiikre a kovetkezd igen egyszerd
4llitdsok érvényesek:

. 3 : : a
lime¢,=a+b; limd,=a—b; limm,=a-b, 11mq,,=gv
n—oo n—sco n—»oco n—>00

Igaz tovabbi e;z az 4ltalanosabb tétel is, hogy — ha az f(x) fiiggvény folytonos az
X = a = lim a, helyen, akkor — a konvergens }a,}! sorozat segitségével képezett

o 1B = 1f(a,)!

sorozat is konvergeds, és

lim b,, = lim f(a,) = f(lim &) =fa.

n—oo

_ Ha egy konvergens {a,} sorozatbél kivalasztunk egy iin. részsorozatot oly médon,
hogy : ‘ : .

1. megadjuk a természetes szidmok egy monoton névekedd ny < my < ng <<
<‘~‘of_< le<... SOI‘OZat‘ét, éS R i ‘

2. az {a,} sorozat helyett az @,; Gn,; Qn,3 +ov 3 Angi oo
sorozatot tekintjiik, akkor az igy kapott részsorozat is konvergens, és hatarértéke egyenls
az eredeti sorozatéval,

Atrendezett sorozatot kapunk az eredeti sorozatbél, ha :

: 1. Megadjuk a természetes szidmok egy tetszdleges sorozatit: iy; is; a3 14}
ves37n3 +. . (amelyben azonban egymadssal egyenlS elemek iltaliban nem fordulhatnak
el8, és minden természetes szdm egyszer szerepel), majd: ,

2. Az ij sorozat elsd elemének tekintjilk az eredeti sorozat ij-edik, mdsodik
elemének a régi sorozat i,-edik stb. elemét.

Az Atrendezett

Aisy Aiys Aigs o005 Aiyy o0

sorozat is konvergens, és hatirértéke megyegyezik az eredeti soréval.

E két legutdbbi 4llitds bizonyitdsa nagyon egyszerti; a konvergencidra adott definiciét
- kell csak felhasznélni, és a masodik tétel esetében utinagondolni, hogy barmely k természetes
szémhoz megadhaté egy olyan N(k) index, hogy az els6 k darab természetes szam mind-
egyike eldforduljon az i, iy, i3, + + +, iy természetes szimok kozott,

%
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P) Konvergencia és hatar- | Sorozatokkal kapcsolatos feladatoknil gyakran meg-

Sk i awpalata sTdggvény- | esik, hogy az dltalinos, az n-edik elem, a, explicite

Han segrceapidiuohke is megadott mint n fiiggvénye. Ezesetben a konver- e
‘gencia vizsgilatit és a hatdrérték megallapitdsinak kérdését gyakran vissza tudjuk

vezetni fiiggvények folytonossiginak, illetve hatirértékének vizsgilatira. Ez utdbbi

feladat viszont sokszor kdnnyen végrehajthatd, elsdsorban azért, mert rendelkezé-

siinkre all a Bernoulli—L'Hospital-féle tétel, '

Tegyiik tehit fel, hogy a, mint n fiiggvénye van adva : 'a,, = f(n); Ek_kor: Sl y

‘ . 1
1. Ha az f(x) fiiggvénynek van x — oo esetén (illetve az f(;

fiiggvénynek
4 x — 0 esetén) hatirértéke, akkor az {a,} sorozat is konvergens, és hatirértéke egyenld
a fiiggvényével. ‘ .

2. Ha f(x) [inegvg f(%” hatérozottan diverg4l, amikor x — oo (illctve x s 0),
akkor hatdrozottan divérgens az {a,} sorozat is.

3. Ha lim £(x) [illetve lim f%” nem létezik, ebbsl még nem kdvetkezik, hogy
X—p00 - x—0 p
az {a,} sorozat divergens. Ilyen esetekben tehit az itt javasolt médszer érde mileg
nem haszn_élhatél oy, w . :

v) Hatarérték szamitdsa A sorozatok egy miésik tipusinil az n-edik elem
egyenletmegolddssal i a (n — 1)-edik, az (n — 2)-edik, ..., (n — 9)-
edik elem, és bizonyos szimd éallandé segitségével van kifejezve — ahogy mondani
szoktdk — rekurziés képlettel. Amennyiben a rekurzids képlet n-t8l, azaz az indextsl
nem fiigg explicite, igen egyszerd médon szimithaté bizonyos esetekben a sorozat
hatirértéke. A orozat konvergens' voltirél azonban e médszer Altaliban nem ad o
felviligositast, elészdr tehdt valam'lyen médszerrel arrd] kell meggydzédniink, hogy a

sorozat konvergens-e. Tegyiik fel tehit, hogy az {x,} sorozat n-edik elemét a kovet-
kez§ rekurzids képlet szolgiltatja: ’ ‘

C Xy = f(xn—p Xp—gs o oer Xp_gdy
' ‘ : & L -
ahol s rogzitett szdmot jelent, f pedig nem fiigg (explicite) n-t8l, A z — flz, 2z, ..., 2)
egyenlet megolddsait jelsljiik rendre zy, z,, .. .-vel, A (konvergensnek feltételezett)
- {x,} sorozat x hatirértéke egyenls a z;, z,, . .. szamok egyikével. (Hogy melyikkel,
‘az a rekurzids képlet ltal meg nem hatirozott x,, X, .. ., x, elemek valasztisitdl is
fiigg.) : . .

It

]

3) Tovabbi, az ismert elemi so- Ugyanolyan tipust vizsgilatokrdl lesz sz6,
- rozatok segitségével vizsgalhaté mint az a) » részben, csakhogy azokat’

forpzRtok a sorozatokat is felhaszniljuk, amelyekkel a
B), illetve ~) részben ismerkedtiink meg. : ‘ -

]
~

3 -
~
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Példdk és feladatok

a | 1. Igazoljuk, hogy ha a;; as;...; a,;... 0 sorozat, akkor
a) barmely részsorozata: a;, a;, ... is O sorozat;
'b) tetszés szerinti dtrendezéssel: a,; a;; ... is O sorozathoz jutunk:

¢) ha véges szami elemét megviltoztatjuk, az 4j aj; a}; @y . oo ‘soroza‘t
ismét O sorozat ;

d) ha taldlhaté olyan n = M index valamely adott {, }sorozattal kapcsolatban,
hogy

b, < |a,|, hacsak n = n,, akkor {b,} is 0 sorozat {a,}-nel egyutt.
2 Legyen b > 1, illetve 0 < b << 1. Igazoljuk, hogy
| {a,=V5—1)
0 sorozat. |
Megoldds : Ha b > 1, akkor |-t frjuk igy fel:

V-=1+xn'

Mivel I/b >1, azért 0 < x,, ; alkalmazhat;uk tehit az (1 pl. Szisz Pal: Dif-
ferencidl- és mtegralszémltés I. 62, o. vagy Knopp: Unendliche Reihen 16, o.)
ismert Bernoulh-egyenlotlenséget :

b"(V—)"—(l-!-x,,)" =1+ nx,,
stlehé‘t xns..b“;_l- Dlean=V:le1m1+xn—l=xn,

e ’ g |
igy 0<a,,\gbT -0, q.e.d.

: L - 1 .
Ha viszont 0 << b << 1, akkor 5 > 1, tehdt az el§z6 gondolatmenet alapjin:

1 ) i
V-It—:}_-_'l"‘xnr b—=(1+xn)ngl+nxn;

N~ Vb

=
F.
+ .
=
52
.o
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3. Legyen {x,} egy O sorozat és a > 0. Igazoljuk, hogy az
A o =at =1y, =a%"—1; .. yo=a—13..,
szintén 0 sorozat. '
"4, Legyen | a | < 1. Igazoljuk, hogy a"* — 0,
5.  Legyen |a| << 1. Igazoljuk, hogy na" — 0.
Megoldds : rjuk fel |a |-t igy :
' 1

lal=1+x§ (x > 0).
Ezzel ‘ . ' : | , .
1 ’ .
laP=la1= T < et
1+nx+——2-;—e x2
hiszen ‘ ‘ .
(1+x)"~1+ +”(" Hop B0 = DAY i
S R e e B |
o 1 " 2n 2 ‘
|an!<ﬂ(T_‘_'._T.~x2, 0<1na‘< n(n—l)x” =(n_1)x2—)0, q.e.d.

6.  Legyen|a|<l;a tetszés szerinti valés szam, Igazoljuk, hogy n®a™ is 0 sorozat.
®lo
1 Legygn b> 1, B > 0. Igazoljuk, hogy az ly, = ng

Meggldds A 7. feladatot a kovetkez8kben egyszerfien v1sszavezet1uk a 6, fel-
#e adatra: , :
Tekmbettel arra, hogy & > 1; ,B >0, kovetkemk hogy

‘ Ebbdl pedig az 1. § b) @) 6. feladatban igazolt tétel alapjén azonnal kévetkezik,
hogy nc® 0 sorozat, s igy, birmilyen kicsiny szdmot jelentsen is e > 0, az nc" sorozat
elemei — valamilyen n,(e) indextd] kezdve — mindannyian kisebbek ennél az e-nél:

Re® == (W <¢ ha nz=n,E).

Jelsljitk blog n karakterisztikajat k-val; ekkor k < blogn <<k + 1, b* < n < b**1,
Ezekkel az értékekkel :

Mogn _k+1 k41 _k+1 _ . k+1
e (N (. N ) U

sorozat 0 sorozat,
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" Ha tehit n-et mér ugy vilasztom, hogy n>n, = b"« @,
blo g n k+1
(bﬁ)k‘\"l

Mwe] pedig b° blzonyosan korlitos, e-t meg tudjuk vdlasztam agy, hogy
g’ = b - & tetszés szerintien kicsiny legyen; de akkor

< b

. akkor az el8z8 egyenlet szerint <be=¢e",

b .
—%ﬁ<’e’, ha n>n, =bm®; q.e.d,

8. TLegyen b>1, a >0, f > 0. Igazoljuk, hogy

bl a
Vo = (c:lgn) -0, ha n— o9,

9. Tgazoljuk, hogy )
: S n_ :
(yn—1) >0,
. . o
vagy masképp VE —=1, ha n— oo,

10.  Legyen {x,} olyan 0 sorozat, amelynek minden eleme nagyobb, mint —1
(x,> — 1), tovdbba &k >1; l>0,p>0 i

Igazcl;uk hogy s
» a) a,,—klog(1+x,,)_,o b)b —(V—I—'x;)‘—l)_.,o
c) cp=(p* —1) 0.
1. Igazoljuk, hogy x,, VrT(ﬁT-)- —(Vn )'__,Q. |
| Megoldas. Xy = Vn(n +_1)- — n ugyanis igy is irhaté: >

VR T _ym . UEE D= (a)
Xn —V (V +1 V— V——(V +1 V (V-r——.\_l_v ) Vn-l-l—'Vn)
| .V.?_Iﬁl

W+1+V" 1+V +_
~12. Igamol;uk hogy

1
—)g; qoeodo

-W}?F—Waa

13. Igazoliuk, hogy haa, — a, és b, — a, s egy harmadik sorozatunk van, ameiynek
bérmelyik elemére teljesiil a kovetkez§ egyenldtlenség : a, < ¢, < b,; akkor ¢, — a.

14. Mutassuk kl, hogy az
zx—Vﬁ+2~Vﬁ+u

sorozat nullsorozat |’
2 Mfszaki matematikai gyakorlatok — 44‘231/\'1. -




s . ‘ ' 1. §. SZAMSOROZATOK

15. Legyen o tetszés szerinti valds, B pozitiv szam. Iga201iuk, hogy az

B (In ln n)*
: {yn = lng n l
sorozat 0 sorozat !_' '
16. Mutassuk ki, hogy

., "8
a) n(Jnt+ 4 —n?) 0. b) n®(fn*—4 —n?) 0.
e) n2(f/nf—=4—n3) -2
17. Mutassuk meg, hogy

‘/1+_ [1+ “ sét b) %b _"VIJF%“[““Q%?

sorozat is 0 sorozat!

)

18. Igazoljuk, hogy az

8 » ' ‘ ! | - 3 —
a) %ah=V1+£§— (1 4-?%,“ é b) {b,, =_na,=n[vl+%~(1 + 30

sorozatok is 0 sorozatok.

19. Igazoljuk, hogy az

R 1 1 1 1
a, =(n2—1); a2=2[ln[1+§]_§]; vo e} a,=n[1n(l+;).—z];...

gorozat monoton noévekvd 0 sorozat,
Megoldcis : a, igy is irhat6:

[1n[1+ ]——]—nln(l-{- ]—l==lnn1+ "]—1.

Tudjuk, hogy az ln x fliggvény monoton névekedﬁ tovibba, hogy az [1 + - }

o4}

sorozat tehit ezalatt (tekintettel arra, hogy In x aZx=e hely kornyezetében folytonos)
monoton ndvekedSen az 1-hez tart.

Felhasznilva azt a tételt, mely szerint egy tdbbtagd kifejezés hatdrértékét a
tagok Osszege adja, irhatjuk :

sorozat monoton ndvekedd mddon tart c-hcz, ha n — oo*, maga az

n
a=lim a= lim ln [[l+i—)]—1=1—1=0, g.e. d,

TN 30 n—»co

* L. pl. az A. II. kétet 10. §-4t, v. Knopp: Unendliche Refhen 77. o
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bo=[at+2) ]

sorozat 0 sorozats ‘

20.  Igazoljuk, hogy a

- B | 1. Hatirozzuk meg az | )
.
{an=n( -1}

: 1 1
.{“n";“;}

{a, = n(]}&j—vl)f

| sorozat hatdrértékét.
- 2. Mi a hatdrértéke az

A g#mmtnak?
© 3. Mi a hatirértéke az

So:bzatnak? (a > 0)

Megoldas. n helyébe x-et frva: f(x) = x[][__. 1].

Hogy a Bernoulli—L Rosptal-seabilys hasundthass, (1)<t kissé 4t kell ki
tanunk* ,

: ; 1

3 ilna_ | __];alnaeglna
- f) = e l1m f(x) lim 1 =1-'lna

. - x—>c0 i s

X ., ‘ xa,
£lna ;
| , PR T
Az ) f(x)m—-T——ﬁx(VE—l)‘
' x

fuggvénynek tehst van hatdrértéke x — co esetben,
A bevezetésben emlitett tételek értelmében a csak egédsz szdmd értékeken dt
i véltozé ,,ftiggvény“-nek, a -nek igy szintén van, és ugyanaz a hatirértékes

lim n(]/—— 1) =1In a.

i n—»00 ) )
Megiegyezzﬂk hogy az-n (V_— 1) =, helyettesitésével a= [1 + —-]

Az A, II, kotet 10, § 51, feladatéban azonban k1mutattuk, hogy a lim b, = b
' 1c161éssel R—pco

: - lim [1-}-;"] =eb, -

N300
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Ha most akér azt igazoljuk, hogy az eldbb definiélt {b,} sorozat (amely azonos
a feladatban szerepld {a,} sorozattal) egyaltalin konvergens, akér pedig azt, hogy az
el8bbi tétel megfordithatd, azaz a ' _ .

M=—=330 \

relciébs] kovetkezik az, hogy a {b,} sorozat konvergens, és limb, = b, mindkét
esetben igy zarhatjuk vizsgilatainkat ¢ titod

b\ . b rl. lim by,
a=(1+—"] ;a=11m[1+—’!] o Eonl
n ; =300 n

: n
ugyanel?lmr a=ena, tehit In ¢ = lim b, = lim n(Ja—1), s fgy a feladatot
n— o0 =300 .

~ezzel a médszerrel is igazoltuk.

4. A {b,} sorozat pozitiv elemf, konvergens, hatirértéke : lim b, = b£0.
Konvergens-e az . n=>00 .

. n
) A gxn = n(Vbn - 1)% "
sorozat, s ha igen, mi a hatarértéke? Megfordithaté-e ez a reldcié, azaz az {x,} sorozat
konvergencidjibél kovetkezik-e a {b,}-é% , -

5. Mutassuk: ki, hogy

6. Igazoljuk, hogy az
_‘ .. a a . a a
a,,=smﬁ—'?} _ b) {bn=n[smn—2_~rﬁ)§

so_rozatok 0 sorozatok.

a)

7. Mutassuk ki, hogy az

- a ' & T a  a®
%an—ln °°S;+2—EZ% és a {b.i—-—n a,=n [Incosg—}—é—nzl}

sorozatok is O sorozatok,
'8, Mutassuk ki, hogy a , :
N
¢, =njsin— — —
. n n
sorozat 0 sorozat, _ '
9.  Hatirozzuk meg az
n
{a,, = (COSZ ~+ A sin Z) }
n n

sorozat hatarértékét.

‘ n ! ‘ ’
mJ1+ﬁ)=a \ -
n \

4

X



& . :
PELDAK ES FELADATOK: 1. § b) 8)—v) 1. 21

10. Konvergens-e a _
X ' x
by =cosx; by=cos?—=; ... b,=cos® == ;.,,
V2 In

. sorozat, és mi a hatarértéke?

v | 1. Az L § b)) bevezetésében kimondott tétellel kapcsolatban gyakran
igen nehéz elddnteni, hogy a széban forgd sorozat konvergens-e, viszont annal kény-
nyebb annak a megéllapitisa, hogy a kérdéses egyenletnek vannak-e megoldasai. Ezért
sok esetben nagyon jél hasznilhaté a kovetkezd tétel : Az x = f(x) egyenletnek
legyen x, az egyik megoldisa, x, pedig az x, egy j6 kozelit§ értéke (amit pl. grafikus
szerkesztéssel allapithatunk meg). Legyen f(x) az x, hely egy megfeleld kornyezeté-
- ben differenciilhaté, és teljesiiljon az : ' ’

<9<
- relécié az x; — |—xlz——_—_—?l Sx= x4+ I—Jilz—:—;il—»l intervallumban,

Igazoljuk, hogy ekkor az 7
| X =flx1) 5 %y =f(Xe); +00i Xy =FKpop) 5ues

sorozat konvergdl, éspedig (ha az x; — I—in-’i—:—:l—I Sx<x -+ fxlz_—“ax 1—’ inter-
_ vallumban az f(x) = x egyenletnek x, az egyetlen gyoke) az x, értékhez.*
R . ) | . ) . n-v

- Megoldds : Ha az {x,} sorozat konvergens, konvergil a > (% — x;_,)} sorozat

= i ' ' ‘ u : k=2 y .
- is és viszont. A Cauchy-kritérium szerint ez utébbi sorozat akkor és csakis akkor
- konvergal, ha birmely & > 0 mennyiséghez megadhaté az n, = n,(¢) index ugy, hogy

"~ .8 barmely értékére fennilljon a ' L

£

g s , i " | n+S
D m ) = S =) | = S (g — xk«-l)l <s
T k=2 k=2 k=n+1

egyenlStlenség, ha mér n > ny(e). Mi azt igazoljuk, hogy még az

n+8

o s
e> > i — Xy 2| 3 (—x-y|; (0= n)
k=n+1 ‘k=ﬂ+1‘

' egyenltlenség is fenndll, ha ny-t megfeleléen vilasztuk. Ugyanis
’ | x5 — %3 | = | f(xg) — f(xl)l = F (g — xl)»f,(’f)l < qlx,— x, |

 a kdzépértéktétel szerint, minthogy &, amely x, és x, kdz6tt van, még biztosan benne
5! ) Xg — X Xo— X |1, ;
van az lxl - I%—q—l—l 3 X+ I—-lz—?l—IJ intervallumban, De akkor x4 is benne

A

. . * Véazlatosan L. pl. Szentmdartony T.: Fels6bb mennyiségtan, 337. o.
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van még az [xl - ‘—xiz-——?—‘; x + ]—%E—E—;—C}—I} intervallumbah, minthqu ’

. - . 1 o
|xs“’x1|§ ‘xs—xg‘"l'|X_'2"‘x1|§(Q+1)|x2—x1l<1_q‘x2“‘x1lo

|x4 — X3 | < | flxs) — flx) | S' (x5 — x2) &) = I‘ll X3 — X2 | = q2| Xg — x;‘l:

2 . » ’ YTy ) . y x -—_ X

minthogy &, az x; és X, kozott 1évén, biztosan benne van még az X; — l—f—_—é—d =
o Xy — X1 . : . a5 o

Sx<x+ LTz__q_ll mtgrvallumban. De akkor x, is benne van, minthogy

'|x4,—x1l§ |.x4—x3|—|; lxa—x5[+|x,—x1[§_(1+q+q2)lx3—x1|-5

< -lx—f:-xl—| . gy folytatva az okoskodést, azt kapjuk, hogy

q.

B

|xk+1_xl;'| a2 gt lxz—xllr‘

és még Xy, q is benne van a kérdéses intervallumban. Egért

n+S ) l_qn-{-Sl l_q ) ‘
lxk—xk— | B | }13‘2—"1"‘
g, ! 1—1 1—gq |
_ (1 — ¢ 1) lxz"" %y | )
_q 1 q lxﬂ xl‘g' 1_q
tehat az
| e-(1—9g

"0(8) = nﬂ ; qug | Xy — x]_l /

valasztds mar megfeleld,
2, Hatarozzuk meg az | -

y1=V—2—; y2=V2+ 2; y3=v2+v2+v§;000; yn=V2+yn—1;”'
sorozat hatarértékét. \ :

Megoldds A sorozat korlitos voltét teljes mdukciéval igazolhatjuk. Tegyiik fel
u,gyams, hogy Vi < 2; ekkor ,

, yk+1—V2+yk<V2+2—~V_ 2,
tehdt az g < 2 relaci6 is teljesiil. Mivel y, < 2, ebbdl kévetkezik, hogy -
yn<2 (n—12,,(,'), ‘

: A sorozatnak tehat egyik (felsd) korlatja 2. ‘Mivel pedig a négyzetgydkdk pozitiv
értékét vessziik figyelembe, egyik (also) korlat a 0.

Az y, < 9 reliciébél kévetkezik, hogy {y,} monoton ndvekvs sorozat. Ugyanis:

'

Vi1 = V2 '+ yi> VJ’k + = V2 -y, > Vyk Y = Y
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Mivel az {y,} sorozat feliilrdl korlétds,' és monoton névekeds, 'bizonyosa'n kon-
vergens, Hatdrértékét megkapjuk tehit, ha az y = |/2 4 p egyenletet megoldjuk.
143 2 |

== —2—— y = —1 .
A két gydk kdziil csak a pozitiv y = 2 lehet a sorozat hatérértéke, miutin a soro-
Zat egyik alsé korlatja a 0 volt :

lim y, =2,

Ne=p 0O
-

3. Egy sorozat n-edik elemét az n—1-edik segitségével igy szdmithatjuk ki s
X, =a+ i%_l.

. a miiyen értékei mellett konvergens a sorozat, és mi a hatirértéke, ha Xo =102

a 4. Egy sorozat elemeit a kévet<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>